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�� و��� ���دات ا������ ا���
�� إ	 ا�� ���� �
ن ا���
�� وا���
�� ��� ���دات  �!" #�
    ه$
&��' �( ���8 درا89 ه74 ا�-��دات )�� ا��56 ا�4ي ���ن )��  ا��2آ�� 0�1 "/�.  ا�-,
رات )� )�ق آ

��
�
ن ا���
�� وا���
�� )� ����ع  ����ن ا��2آ�� . ا�9?�ام �/= ا�-�
ه�. �>� ا	;�&
ق وا���

ء ا�-$A&� ��-���ع $�)� ����ع ا������ ا���
�� 0�1 ا�-�
ه�. ���,
 وآ����A" 8ره
 و0�1 ا�


�8 0�1 ا8�C9D �� آ�� و�E0�1 ا ��
�
ن ا���
�� وا���
ر ���ن ا��2آ�� )� ����ع   �F�G
�
 8(
�E
��ن ا��2آ�� )� ����ع ا������ ا���
�� 0�1 ا8�C9D �� ��ع �-
ذا ؟ �� 
��ع آ�J ؟ ��$-

  . إ�0 اه�-
م ا�-���ع 0�1 ا���K ��� ا�-�
ه�. ا�-?���8

  
  Ordered Sets ا��:����ت ا���89"           . 2

 ;��'9)1.2 (  
 ����       R 81�-L-86 0�1 ا�M1X ل أن
&�  

)1 (R 8�9
��� xRxإذا آ
ن  86M1( Reflexive ) 0�1 X ا�/� Xx ∈  
)2 (R ة�U
$��( Symmetric ) 0�1 X �"Dا�!�ط ا W&�" ن:  إذا

ن xRyإذا آ( yRx   
)3 (R 8��/��(Transitive) 0�1 X�"Dا�!�ط ا W&�" إذا :   


نyRz وآ
نxRyإذا آ
ن( xRz  
)4 (R ����

�Uة ( "?$�� �� () Anti-symmetric (0�1 X �"[ا�!�ط ا W&�" إذا  :  


نyRx وآ
ن xRyإذا آ
ن ( yx =.   
 ����       R81�-L-86 0�1 ا�M1X.  �1 ل
&�R 8�\86 "�"�[ ا���اM1 
,�2� (Preorder relation) 

 81�-L-0�1 ا�X 5�

8�9 و��/��8 و�&
ل أن R إذا آ� \^� ]�"�" 86M1(Partial order� R ا�/
relation) 0�1 X 5�

R8�9 إذا آ�8�9 �
�!�ط . ��/��8 و"?
����,  ا�/
�
 ;�ط ا	�/$���وآ�4# ا�9
 ��
  :ا��

 xRx / ��� Xx ∈ J�

)8 �!�ط ا��/�ي وا����E

ل �1 . �&�R 86 "�"�[  �يM1 
,�2�(Strict 
order)   

 8��
8 �^\�
 "86M1 a�R 0�1X ا���"�[ ا�\^L� X ا�-L-�81 `�� ا�?�"�� 81�-L� 0-�
(Partially order set) �\
),( أي أن ا�>$ RX 
�\^� 8�"�� 81�-L� 0-��  
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  �>�/ــــ" 
 ��	 �� ا���فX ���ل 86M1 0�1 ا���"�[ ا�L^\� 0�1 ا�-L-�81 `�� ا�?
��8≥   ���/-� ا���^

R ]"�� وآ� زوج ),( yx رة�F�
� ]��� 86M/ا� �( yx �xW( و�&�ا ≥�� y (أو )y ���x (
. 
eأ� ]��yxو� ���yx	�8 0�1 أن> ≠ , yx ≤5�
),(  وأ��Gا إذا آ ≤X 
�\^� 8�"�� 81�-L� 

),( ��	 �� X)$��?�م ا���^ ≤X س
�
�8 �1م و��د ا��  �(   
  

 =���9  
 ����  N"8�/��A�1اد ا�D81 ا�-L� �<- ، Z8���F�1اد ا�D81 ا�-L� �<-"،Q  81�-L� �<-"

،8��   "->� �L-�81 ا�1Dاد ا�/&��L� �<-" C  8-�81 ا�1Dاد ا��&�&�8 وRا�1Dاد ا�$�
  
  

  )2.2(�@�ل 
),,(),,(),,(),,(),(     آ� ��   ≤≤≤≤≤ CRQZN
�\^� 8�"�� 81�-L� ن��"   

 ;��'9)3.2(  
����       X��8 �^\�
 و���"�� 81�-L�Xyx ∈, ���F$/ل �1 ا�
&�  yx, ����
6 
-,�2� 

ر�8 &-)��Comparableن (
yx إذا آ xy أو ≥ ≤.   
���� A�( 8�\^� 81�-L� X . 81�-L-ل �1 ا�
&�A 
�8 آ��"�� 
,�2�(Totally ordered) 

) ����9 
�

ر�X8 إذا آ
ن آ� ( ���F$1�(X�chain (و"�-0 أ �&-�� ����
6 . 8�
و��Fرة 1

ل �1&� X�( ���F$1 ن آ�
�8 آ��
 إذا آ"�� 
,�2� X 8ر�
&-�� ����
6 .  

 
  �>�ـ/"
)          1 ( 
��ن ��"�8 آ��" 
�8 آ��"�� 81�-L� �� 8�\^� 81�-L� آ�  
)          2 ( 
��
`
8 �^\�
 أو آ���"�� 5�
�8 إذا آ"�� 

ل �-L-�81 أ�,&� 
�  
  )4.2(�@�ل 

),,(),(       آ� ��  ≤≤ RQ ���8 آ��
 و�"�� 81�-L� ن��" ),( ≤C
�8 آ��"�� 81�-L� 5���  .  

 ;��'9)5.2(  
����      X��8 �^\�
 و���"�� 81�-L� Xba 
ل �1,∋&�  a  أول �F$1 ��2� (First Element) 

xaإذا آ
ن X )�(Least Element) أو (Smallest Element)أو �F$1 ا�6  ≤��� Xx 
ل  . ∋&�
 �1b1 ��2�  ��Gأ �F$(Last Element) �� إذا ( X�(Greatest Element) أو �F$1 اآ
bxآ
ن ≤ ��� Xx ∈.   
  

   �>�ـ/"
 81�-L-إذا ا ��ت ا�   X أول �F$1 0�1 ) ��Gأ �F$1 و �� ) أو ��

رة أ�Gى . )�آ� :�/

8 �^\�
 "���ي 0�1 اDآ>� �F$1 أول �"�� 81�-L� ) ��Gأ �F$1 ( � وا.  
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  ;��'9 )6.2(  
 ����     X 
�\^� 8�"�� 81�-L�.�1 ل
&�X ]�"8 ا���$�  
,�2�(Well Ordered) 8� أو ��"

�� 8��
G ��` 8�\^� 81�-L� 5 آ��

 إذا آ$�  
��"�"X أول �F$1 0�1 ي���"  
  

  /"ـ�>�
)         1 ( 
  آ� �L-�81  �$8 ا���"�[ "��ن ��"�8 آ��
  .آ� �L� �� 8�\^� 81�-L-�81  �$8 ا���"�[ "��ن  �$8 ا���"�[ )  2         (

  
 ;��'9)7.2(  

 ����           X ��8 �^\�
 و���"�� 81�-L�Xba 
ل �1 ,∋&� a  �ijا �F$1 ��2� (Minimal 

Element )   �( X �"Dا�!�ط ا W&�" إذا  :  
Xxآ�-
 و��                        k��� ax أن ∋ 
ن ≥( xa =  

   إذا "�&W ا�!�ط ا��
�� (  X��F$1 ��2� (Maximal Element) أb .l1  و�&
ل �1 
Xxآ�-
 و��  k��� xb أن ∋ 
ن ≥( xb =  

  
  �>�ـ/" 

   )�F$1 8�2 ا�ij وو �� وا�/�m��j ��` n دا\-
�F$1 X أول )� aإذا آ
ن ) 1      (
  )�F$1 8�2 أl1. وو �� وا�/�m��j ��` n دا\-
�F$1 X أ( ��G� bإذا آ
ن ) 2      (

  
  )8.2(�@�ل 

)1 ( 5�
}7,4,1,0,1,2,3{إذا آ −−−=A ن
( 7max,3min =−= AA  
)2 (1min =N و Nmaxد���� ��`    
   `�� ����دZmax و Zminآ� �� ) 3(

)4 ( 5�
:{إذا آ
1

{ Zn
n

A 
ن =∋( 1max =A و Amin د���� ��`  

)5 ( 5�
:{إذا آ
1

{ Zn
n

A 
ن =−∋( 1min −=A و Amaxد���� ��`   

)6 ( 5�
:{إذا آ
1

{ Zn
n

A 
ن =±∋( 1max =A 1 وmin −=A   

  
 ;��'9)9.2(  

����          XL�  ��8 �^\�
 و���"�� 81�-XA ⊆ �F$/ل �1 ا�
&� Xa ∈ )  �� n��
Aaا��eوري أن ���ن  xaإذا آ
ن 81�-L-�� A (Lower Bound)���2 ��6 أ��9  ) ∋ ≤ ���  

Ax   إذا آ
ن 81�-L-�� A (Greatest of Lower Bound) ���2 اآ�� ��6 أa  ��9و�&
ل �1  . ∋
) 1( a 81�-L-�� ��9��6 أ A   
)2 (aa �� ��6 أ��9 ′≥� a′ 81�-L-� A   
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 81�-L-�� ��9��6 أ ��
���^A        و���^ ��/$�F ا�4ي ���ن اآ�Ainfأو Aglb    

  �>�ـ/"
  ����داn��Ainf �� ا��eوري إن ���ن) 1      (
  A ����د )
�� ��n �� ا��eوري أن �$�-� إ�0 ا�-Ainf 81�-Lا آ
نإذ) 2      (
   ����د )
�� و ��Ainfإذا آ
ن) 3      (

  
 ;��'9)10.2(  

 ����           X ��8 �^\�
 و���"�� 81�-L� XA ⊆ �F$/ل �1 ا�
&� Xb ∈)  �� n��
Abا��eوري أن ���ن  bxإذا آ
ن 81�-L-�� A (Upper Bound)���2 ��6 أ0�1 ) ∋ ≤ ��� 

Ax   إذا آ
ن 81�-L-�� A (Least of Upper Bound)��6 أ0�1  ���2 اb �ij و�&
ل �1 ∋
)1 (b 81�-L-�� 0�1��6 أ A   
)2  (bb �� ��6 أ0�1 ≥′� b′ 81�-L-�� A  
 �F$/�� ^81 و����-L-�� 0�1��6 أ �ijن ا��
���^Aا�4ي �� Asup أو Alub    

  
  �>�ـ/" 


��eورة أن ���ن) 1           (� n��Asupد����   

�Asupإذا آ
ن)  2           (� n�� 8�2( إ�0  ����د �ورة أن �$�-�eA   
   ����د )8�2 و ��Asupإذا آ
ن)  3           (
AA ����د )
نAsup وAinfإذا آ
ن آ� ��) 4           ( supinf ≤  

  
  )11.2(�@�ل 

)1 ( 5�
}:2{إذا آ ≤∈= xRxA ن
( 2sup =A و Ainfد���� ��`   
)2 ( 5�
}:54{إذا آ ≤≤−∈= xRxA ن
( 5sup =A 4 وinf −=A   

  
 ;��'9)12.2(  

 ����          X ��8 �^\�
 و���"�� 81�-L� XA ⊆.   81�-L-ل �1 ا�
&�A �� ة��&� 
,�2�
 ��9Dا(Bounded Below) ��9��6 أ 
Xaأي إذا و�� ( إذا و�� �, k���  xa أن ∋ ≤ ���  

Ax ∈. ( 81�-L-ل �1 ا�

 �&��ة �� اA 0�1Dو�&,) ��2Bounded Above( 0�1��6 أ 
(  إذا و�� �,
Xbأي إذا و��  k��� bx أن ∋ ≤ ��� Ax ∈ (  81�-L-و�&�ل �1 ا�A ة��&� 
,�2�(Bounded) 
 5�
  ��ة �� ا��9D و�&��ة �� اA&� 0�1Dإذا آ

  
 ;��'9)13.2(  

 ����         X 
�\^� ��"�� 81�-L� . �1 ل
&�X 8��

 آ,)��2Complete(  8��
 أو ��"�8 آ
(Complete ordered) 0�1D8 و�&��ة �� ا��
G ��` 8�\^� 81�-L� ��
ن (X� A  إذا آ
ن �( 

Asupدة���� .  
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 q(
�
��8 و�&��ة �� ا��9D : وه4ا �G ��` 8�\^� 81�-L� آ�B �(X ن
( Binfد����   
  

  
    Real Numbersا���اد ا��&�&�"         . 3


)��اض � ����
ل �4آ�ه
 أ	ن و�9ف �L� 	 ��1اد ا��&�&�8 وا��Dء ا
$�         "��� '�ق �?���8 �
 8��
G ��` 81�-L�R �ه �اص وا���G ثMu a�  : 8�,��� ، ]�"ت ا���

ت ا��&� ، ���,��,���


ل -�   L�  8�&�&��(Set of Real Numbers )-�81 ا�1Dاد اR"�-0 . ا�
  
 Hت ا��&,   :  أو��J��K Axioms of Field                                


)8 إ�0 و��د �L-�81 ا�1Dاد ا��&�&�8 1-����� اDو�0 ه� 8��-1 �E
         �9ف ����ض �
�yx �1د  &�&� �->� �
���^  ���,yxا�a-L وا��� "&e� �D 8�2ي �1د��  &�&���   و��-0 +

 a-� �j
 xa� y .  ���&�&  ي �1د��D ��2� �e&" �ب وا���e1-��8 ا� �8 ه��
وا�/-��8 ا�>
yx, ^���

�j ��ب و��-xy 0 ���� �1د  &�&� �->� � x�( y .  ن

ن ا�/-���"
و"�JF ه

 8��

ت ا���,���
 ا�, �A" �اص ا���?�
�:  
  ���,�8 ا��Eال   ) 1 (

xyyx)  ا     ( +=+  ���       Ryx ∈,  
yxxy)    ب    ( = ���          Ryx ∈,  
) 2 ( a�-L8 ا���,���  

zyxzyx)  ا    ( =+=++ )()(  ���   Rzyx ∈,,  
zxyyxx)  ب    ( )()( =  ���       Rzyx ∈,,   
) 3 ( a8 ا���ز��,���  

                 xzxyzyx +=+ )(      ���    Rzyx ∈,,  
) 4 (��
  ���,�8 ا�/$�F ا�-�

k��� xxx أن ����R∈0) ا    ( =+=+ 
�� ا�L-/� �0�-0 ا�/�د . 00�-�
�    
k��� xxx أن  ����R∈1 ) ب    ( == 
�� ا���e� �1�-0 ا�/�د .  .11.�-�
�   
) 5 ( ��l$ا� �F$/8 ا��,���  
�� ) ا   (�Rx ∈ ���� Rx ∈− )()(k��� 0 أن )( =+−=−+ xxxx                       .   

)(        ��-0 ا�/�د  x− 0إ� �/-Lا� ��l$�
� xو�  ]��� 8��,��x− �� 	�� )( x−.  
�� ) ب  (�Rx ∈ , 0≠x ���� Ry ==k���  1 أن ∋ yxxy -0 ا�/�د�و� y��l$�
�   

   x−1 و���^ �� �
���^ x       أ���e� إ�0 
      

J��/ة �� ا���;
�� w�$� 8�D رئ
&�� 
,�
��� ا�?�اص ا�/
�8 ���&� و9$��ك ��ه" 8��
 .ا�-��ه$8 ا��
  ) 1.3(��8ه2"  

 ����       Rzyx ∈,,   
)1 (xyyx −=−− )(  
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)2 ()( yxyx −+=−  
)3 (zyzx yx  إذا و)&K إذا آ
ن +=+ =  

ن z≠0إذا آ
ن  ) 4((  yzxz yx إذا و)&K إذا آ
ن = =  
)5 (0=xy ن
  y=0 أو x=0 إذا و)&K إذا آ
)6 (xyyxyx −=−=− )()(  
)7 (xx =−− )(  

نx≠0إذا آ
ن ) 8(( xx =−− )(11 و )(11 −− −=− xx  

  
 ����M :          N�9�
���Jت ا��KAxioms of Order   

�� 8��
G ��` 8�\^� 81�-L� ���"     R ^���
� 
,� ^��� +R 8��

ت ا���,���  : و"�&W ا�
∋+إذا آ
ن ) 1( Ryx, ن
( +∈+ Ryx  و +∈ Rxy    
Rxإذا آ
ن ) 2( 
د86 ∋j 8��

رات ا���
ن وا � )&K �� ا�/(   
++ ∈=∈− RxxRx ,0, 
 "�-L� 0-�81 ا�1Dاد ا��&�&�R 8+أي أن ( "�-0 أ�1اد ����R 8+  ا�1Dاد ا��� "$�-� إ�0  

 8�−∋+ ه� �1د 9
�[ إذا و)&K إذا آ
ن xا�/�د ا��&�&� ). ا�-�� Rx .  8�&�&�1اد ا��D81 ا�-Lو�
�

���^ ا��� 
,� ^��� 8�−R 8��1و 
��

 أو 9���� n�� ��Fوا�   

{ } +−= RRR UU 0  

 ;��'9 )2.3(  
 ����      Ryx 
ل �1 ,∋&� x �� �6��2 ا� y )  ]���yx −∋+إذا آ
ن  ) > Rxy �1 ل
 و�&

x �� ����[  ( y ���2 اآ�yx xyإذا آ
ن ) < −∋+ ،أي إذا آ
ن > Ryx ن��yx و8��1 � < 
xyإذا و)&K إذا آ
ن >    

  ر��ز 
)   1 (yx ≤ 
yx "/$� أ� yx أو >      y ا�6 أو ��
وي x و"&�ا =
)   2(zyx <≤ �$/"  yx zy و ≥ <   
    


ت      �uإ ��-� 8��,��  ≤ 0�1 �\^� ]�"�" 86M1 R أن �وه4ا �/$ R8�"�� 81�-L�  
   
  
  

  )3.3(��8ه2" 
) 1 ( ���Ryx ∈, 
�2( yx yx أو > yx أو < =  
yxإذا آ
ن ) 2 ( < 5�
zy وآ 
ن >(zx <  
)3 (zyzx yx إذا و)&K إذا آ
ن +>+ <  
yxإذا آ
ن ) 4 ( < 5�
wz وآ 
ن >( wyzx +<+  

ن z<0إذا آ
ن ) 5 (( yzxz yx إذا و)&K إذا آ
ن > <  
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ن z>0إذا آ
ن ) 6 (( yzxz yx إذا و)&K إذا آ
ن > >  
yxإذا آ
ن ) 7( <<0 5�
wz وآ 
ن  0>>( ywxz <  
  
 �@��M :                ل��Pا� "�J��KThe Completeness Axiom   

 ����      A8�&�&�1اد ا��D81 ا�-L� �� 8��
G ��` 8�\^� 81�-L�  R   
)1 ( 81�-L-5 ا��

Aإذا آ( 0�1Dن  �&��ة �� اA0�1��6 أ �ijا 
  )  ����دAsupأي أن ( �,
)2 ( 81�-L-5 ا��

نAإذا آ( ��9Dة �� ا��&� A ��9��6 أ ��  ) ����د Ainfأي أن (  �,
 اآ


م ا�1Dاد ا��&�&�8 l�            R  ]"�� �&   
  )4.3(��8ه2"  

 ����    A 8�&�&�1اد ا��D81 ا�-L� �� 8��
G ��` 8�\^� 81�-L� R ��Rba و�� 
ن ,∋(   
  )1 (aA =inf ن
   إذا و)&K إذا آ

xa)  ا         ( ≤ ��� Ax ∈  
�� �1د  &�&� ���[ )  ب      (�ε) 0>ε(  ���� ،Ay >+k��� ε أن  ∋ ay   

)  2  (bA =sup ن
    إذا و)&K إذا آ
bx) ا        ( ≤ ��� Ax ∈   

�� �1د  &�&� ���[ ) ب      ( �ε) 0>ε(  ،  ����Ay <−k��� ε أن  ∋ by  
   

  :ا��8ه�ن
          )1 (  


7 اDولL"	ض :                 ا���aA =inf   
     ⇐a   81�-L-�� ��9��6 أAxa ⇐≤ ��� Ax   ���&W)  1( ا�!�ط ⇐∋

  )2(أ	ن ���ه� ا�!�ط 
 ����    0>⇐>+ εε aa  

 أن -�a  81�-L-�� ��9��6 أ ��Aaاآ ⇐+ ε n��  81�-L-�� ��9��6 أA   

⇐ ���� Az ∈ k��� ε+< az.  
�GD7 ا
L"	2(و) 1(���ض ا�!�'��� :          ا  (��&&���  

  A  ��6 أa 81�-L-�� ��9 ا�!�ط اDول ���� أن 
 ����Rc k��� ca أن∋   A أL�cn��  81�-L-�� ��9[ أن ���ه� 0�1 أن . >
 ae�ac −=⇐> εε 0  

⇐ ���� Ay >+−=⇐>+k���ε ) 2 �[ ا�!�ط  (∋ aycacay )(.  
AaA اآ�� ��6 أa 81�-L-�� ��9  وA 8��1 ��6 أcn��  81�-L-�� ��9ا ���� أن وه4 ⇐=inf  
  

)   2(  

7 اDولL"	ض :          ا���bA =sup   

     ⇐b�181   ��6 أ�-L-�� 0Abx ⇐≤ ��� Ax   ���&W)  1( ا�!�ط ⇐∋



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
 

 

 8 

  )2(أ	ن ���ه� ا�!�ط 
 ����    00 ><−⇐<− εεε bb  

 أن -�b ا��j 81�-L-�� 0�1��6 أ Ab ⇐− ε n��  81�-L-�� 0�1��6 أA   

⇐ ���� Az ∈ k��� yb <− ε.  
�GD7 ا
L"	2(و) 1(���ض ا�!�'��� :          ا  (��&&���  

  A  ��6 أb 81�-L-�� 0�1 ا�!�ط اDول ���� أن 
 ����Rd k��� bd أن∋   A أL�dn��  81�-L-�� 0�1[ أن ���ه� 0�1 أن . >
 ae�db −=⇐> εε 0  

⇐ ���� Ay <−−=⇐<−k���ε ) 2 �[ ا�!�ط  (∋ byddbby )(.  
 ���   ا�ij ��6 أb 81�-L-�� 0�1  وA 8��1 ��6 أdn��  81�-L-�� 0�1أن وه4ا �

AbA ⇐=sup  
   

  ) �S�R" ار���Rس    ()5.3( ��8ه2" 
∋+ )x  ���� 8�2<0 �1دا  &�&�
 وآ
ن ,yx    إذا آ
ن آ� ��  Zn  أن k��� ynx >   

  :ا��8ه�ن
            =6
8($9��ه� ���A&8 ا��$���j ��` 8�j
  )���ض ا�?

���Rbaض ���� bna وان k��� 0>a أن ,∋ ≤ ��� Nn ∈  
     ae�}:{ NnnaA ∈=  

 أن -�AaaA ∈=⋅⇐ 1 �( 8��
G ��` 8�\^� 81�-L� R  

 أن -�bna ≤ ��� Nnb ∈⇐ 81�-L-�� 0�1��6 أ AA ⇐ 0�1D81 �&��ة �� ا�-L�   

 أن-� R  ل
-�
8�j ا�G W&�" ⇐ ���� Ry ∈ k���Ay sup=  

 أن -�00 >⇐<−⇐<− aayay   

 أن -�y  81�-L-�� 0�1��6 أ �ijا Aay ⇐−�-L-�� 0�1��6 أ n��   81A  

⇐ ���� Nm ∈ k��� maayamayamy ≤−⇐+≤⇐+≤ )1(  

 أن -�NmAamy ∈+⇐∈+⇐ 1)1(81�-L-�� 0�1��6 أ n��AA ⇐ =6
   وه4ا "$

  
 ":�
�)6.3(  

�� �1د  &�&� ���[ ) 1(�x   ]��� m��j �1د ����n أن k���  x
n

<1    

�� �1د  &�&� )  2(�x ]��� m��j �1د ����   n k���  xn >    
�� �1د  &�&� )  3(�x ن
���j �1دان ����nm,  أن k��� nxm <<   
�� �1د  &�&� )  4(�x K&( � وا m��j �1د ����n أن k��� 1+<≤ nxn    
�� �1د  &�&� ) 5(�x �� و m��j �1د ���� n�  أن k��xnx ≤<−1   
�� �1د  &�&� ) 6(�x �� و m��j �1د ���� n  أن k��� xnx <≤−1  

   



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
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  :ا��8ه�ن

)             1(  
      ae�1, ==⇐ ba ε ]��� m��j س ���� �1د��-G8 ار�j
G ]�  n k��� 

bnan
n

>⇐>⇐< 1
1 εε    

)              2(  
      ae�xba ==⇐ ,1 ]��� m��j س ���� �1د��-G8 ار�j
G ]�  n k��� 

bnaxn >⇐>    
)             3(  


 أن-�   x ]� ، �&�&  2( �1د ( ]��� m��j �1د ���� n k��� xn >   
 ]��� m��j ه� ���� �1د��m k��� xmأ	ن �L[ أن � <  

   ae�}:{ xkZkAA −>∈=⇐ �( 8��
G ��` 8�\^� 81�-L�  R �� ��9 و �&��ةDا  

 أن-�R ل
-�
8�j ا�G W&�� ⇐ ���� Ry ∈ k��� yA =inf   
⇐−>⇐<− xyxy  
 ae�ymxm −=⇐<  

)          4 (  
   ae�}:{ xmZmAA ≤∈=⇐�
G ��` 8�\^� 81�-L�   �( 8�R0�1Dو �&��ة �� ا   

 أن-�R ل
-�
8�j ا�G W&�� ⇐ ���� Rn ∈k��� nA =sup  ⇐≤ xn     

>+�1&� أن ���ه�  nx .ض���xnAn ≤+⇐∈+ 11 =6
nA  وه4ا "$ =sup  
  . و ����supه
ن ا�� �ا��8 وا�m 	ن

  
  .  ���ك ��&
رئ6، ��5ه
ن 

  
  �Filed of Rational Numbers&, ا���اد ا��8�2"  . 4
  

  )1.4(��8ه2"
��8         آ�  &� ��"[ ����ي 0�1  &� �^\� �!
��  &� ا�1Dاد ا��$  

  : ا��8ه�ن 
 ����),,( ⋅+F ��
 و���"�� M&  0 ،�/-Lا� ��
  .F ا�/$�F ا�-�
�� ا���e� )� 1 ا�/$�F ا�-�

���111^ ��/�د  +++ L   n ^���
9
�[ n k�  n⋅1 �� ا�-�ات � ��` m��j �1د   
1111 +++=⋅ Ln  

01إذا آ
ن :   ���� أن ���ه� :اTن =⋅n ن
(  0=n=6
 ا���k �ijض :  $9��ه� ���A&8 ا��$
 k��� ]��� m��j �101د =⋅k    



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
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 أن -�1111 +++=⋅ Lk   k ا�-�ات �� ⇐>⇐>−⇐>⋅− 10101)1( kkk 
0)1(011و8��1 =⋅<⋅−< kk��01إذن إذا آ
ن .   وه4ا `�� �- =⋅n ن
(  0=n w$��� #�4و� 
9
�[n⋅1 ����ي 0�1 $1
�j �� ا�$�ع  Fأن  ��` m��j �1د ��� n  01 وان =⋅n K&(إذا و 

11 وآn #�4=0إذا آ
ن  ⋅=⋅ nm ن
nm إذا و)&K إذا آ =  

 أن -�  ),,( ⋅+F ن
( 8&�  F �j
)1( ����ي 0�1 آ� ا�/$ ⋅− n k�  1⋅− n ه�   

)1()1()1( −++−+− L   nا�-�ات ��   
  Z ����ي � 0�1�81�L� �� 8? ا�1Dاد ا�F  8���Fو�,4ا �-�� ا�&�ل أن 


 أن -�),,( ⋅+F �&  ⇐  ��� ZnnF
n

∈≠⇐∈ ,0
 ����ي F 0�1 و� 8��1��w$ أن  1

8��  .��?8 ��  &� ا�1Dاد ا�$�
  

  &� ��"[ R 	نQ ا�$���8  ����ي 0�1  &� ا�1Dاد�R��w�$  �� ا�1Dاد ا��&�&�8  : وأHن
RQو8��1  ⊂ . 
RQه� أن : وا��~ال ا�4ي ��Aح ه$ = W\
؟  ���
�8 0�1 ه4ا ا��~ال ���
ج ا��&
  : ا]"�8 

  
        )2.4(��8ه2"


د�8 /-�� ����	22 =x 8��  �4ر )�  &� ا�1Dاد ا�$�
  :ا��8ه�ن 

     =6
���Qyض أن :     $9��ه� ���A&8 ا��$ k��� 22 أن ∋ =y  


 أن -�Qy
b

a
y ∈⇐= k�   ba,، 8���j 0 أ�1اد≠b 1 و),(.. =badcg  


 أن -�22 2
2

2

=⇐=⇐ y
b

a   

)1(2 22
Lba =  

 أن -�22b �2⇐ �1د زو�a ��1د زو� ⇐a��1د زو�   

⇐=⇐= caca 24 22  

 أن  -�222222 2242 babccb =⇐=⇐=  

⇐2b ��1د زو� ⇐b  ��1د زو� ⇐= 2),(.. badcg =6
 وQy 8��1∌⇐ وه4ا "$

د�8 /-�� ����	22 =x8��  �4ر )�  &� ا�1Dاد ا�$�

  
  )3.4(��8ه2"


د�8 /-�� 22 =x  K&( � [ وا��� �4ر  &�&�   
  :ا��8ه�ن 

     ����    }2,0:{ 2 <>∈=⇐≠ xxQxAA φ  M<� ن	  A∈1 .  #�4وآA �� ة��&� 
 M<� ن	0�1 D3ا
  .  ��6 أ0�1 �,



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
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 أن -�R ل وان
-�
8�j ا�G W&�" A0�1D8 و�&��ة �� ا��
G ��` 81�-L� .  
⇐ ���� Ry ∈ k��� Ay sup=   

22 ���� أن ���ه� :أHن  =y .  =6
ه$
�# ا �-
	ن ه-
 أ�
 . y≠���2ض : $9��ه� ���A&8 ا��$
22 <y 22 أو >y   
20202
ن إذا آ) 1 ( 222 <⇐<−⇐>− yyy  

 ����       R∈λ أن k��� 10 << λ   
)2(2)( 2222 λλλλλ ++=++=+ yyyyy  


 أن -�1122 <⇐+<+ λλ yy   

 أن  -2()12()2()12(�0( 22 >⇐+<+⇐++<++ λλλλλλλ yyyyyy  
)()12(و8��1  22 ++<+ yyy λλ  

إذا آ
�5 ) ا(
12

2 2

+
−<
y

yλ  

22)12()( 2222 =−+<++<+ yyyyy λλ  

 أن  -�0>y 00 و >⇐>+ λλy  

 ⇐>+<+⇐∈+ 0,2)( 2 λλλ yyAy   

 أن -�y 81�L-�� 0�1��6 أ  A  ⇐≤+⇐≤ yy λλ      وه4ا "$
6= 	ن 0

  

إذا آ
�5 ) ب(
12

2 2

+
−≥
y

yλ .  ae�
12

2 2

+
−=⇐≤
y

yαλα    


 أن  -�0012 >⇐>+ yy  أن 
020 وآ#�4 �- 2 >−⇐> yα  

 أن -�11 <⇐< λα 8��110  و << α  �F�� #�4وآ  

22)12()( 2222 =−+=++<+ yyyyy αα  
⇐∈+⇐≤ Ay αα   وه4ا "$
n�� (=6 ا���A&8 )� ا (0
)2(  
202     إذا آ
ن    22 >⇐>− yy  

 ����       R∈β أن k��� 10 << λ   
)2(2)( 2222 βββββ −−=+−=− yyyyy  
  


 أن -�101122 <<⇐<<−⇐+<− ββββ yy   
0)12()2( >⇐+<− ββββ yy  

⇐+−>−−⇐+−>−− )12()2()12()2( 22 yyyyyy ββββββ  
)12()( 22 +−>− yyy ββ  

إذا آ
�5 ) ا(
12

22

+
−≤

y

yβ ن
(   



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
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2)12(2)12(2)12(2)( 2222 −≤+⇐−≥+−⇐≥+−⇐>− yyyyyyy ββββ
β−y 81�L-�� 0�1��6 أ A  


 أن-�y 81�L-�� 0�1��6 أ �ijا Ayy ⇐−≤⇐≤ ββ 0=6
  .   وه4ا "$

إذا آ
�5 ) ب(
12

22

+
−>

y

yβ .  ae�
12

22

+
−=

y

yγ 5 أن�<� 8&��Aا� n10  و�� << γ و 

0)( 2 >− γy وه4ا �~دي γ−y 81�L-�� 0�1��6 أ A . ن��≥−γو�#�4 � yy 8��10  و≤γ 
=6
  .  وه4ا "$

=6
�22~دي إ�0 ) 2(و ) 1( )� آ� �� ���$w �� و��د ا��$ =y أي أن ، y ]��� �&�&  4ر� 

د�8  /-��22 =x  

��ه� 0�1 أن ه4ا ا�4Lر ا�-��[ :اTن � yن و ��ا���   
yz(�  �1د  &�&� ���[ أzG   ���ض أن  k���22 أن ) ≠ =z  


 أن-�yz ≠ 0>z و yz ≠  

⇐  
yz أ� yz أو < <  


 أن  -�0>y 0 و>z  

⇐  
22 أ� yz 22 أو < yz <  

⇐  
22 أ� 22 أو < < =6
=⇐ وه4ا "$ yz  
  

":�
�)4.4(  
\^� �&  8��  � )/�� ��  &� ا�1Dاد ا��&�&�8   &� ا�1Dاد ا�$�

  : ا���ه
ن 

 أن ا�-/
د�8 -� 22 =x ^���
22  "-��# �4ر  &�&� وا�4ي ���^ �� � ⇐∈ R   
22و�-
 أن ا�-/
د�8  =x �( 4ر� #��-"	 QQ ⇐∉2  

 "/�<�  
      9Dا n�� �9?�ام
�� أن ���ه� ا�-��ه8$ �-� ، 8&�
��ب ا�-��?�م  )� ��ه
ن ا�-��ه$8 ا��
  :  ا]"�8 

  
  )5.4(��8ه2"

�� �1د  &�&� ���[ �          a]��� m��j �1د �� ، ���� �1د  &�&� ���[ وا � )&n  K و�

W&��ax ا�-/
د�8  n ���n^ �,4ا ا�/�د ا�� �� �
���^و . = aأو  na
1

8��1 �
�4Lر ا�$���  W�Aو� 
  . ��a/�د 

  
  )6.4(��8ه2"

 ��
        &� ا�1Dاد ا�$���8 `�� آ



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
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  : ا��8ه�ن 
�` 8�\^� 81�-L� ه� و��د��
����D  �� 8 ��ه
ن ه74 ا�-��ه8$  ���� أن �G �Q �� ة��&� 


 ا�ij ��6 أ0�1,� n0�1 و��Dا .  
  ����}2:{ 2 <∈=⇐≠ xQxAA φ M<� ن	  A∈1 #�4وآ A ن	0�1 Dة �� ا��&� 
 M<�3 0��6 أ0�1 إ� A.  
$9��ه� 0�1 أن:  أ	ن  Asup 6=. `�� ����د
���Qyض ���� : ���ه� ���A&8 ا��$ ∈  

k���yA أن  =sup   
⇐= 22y 22   أو <y 22  أو >y  
)1(  

     22 ≠y �1د ����	 ��D  وي
�� �/��� ����2  
)2(  

22       إذا آ
ن  <y ae�   ،
y

y
zQz

23

34

+
+=⇐∈  

22	ن      ( <y       ( 0
)23(

2
2)

23

34
(2

2

2
22 <

+
−=−

+
+=−

y

y

y

y
z  

⇐<⇐∈ 22zAz  

⇐>
+
−=−

+
+=−⇐> 0

23

)2(2

23

34 2

y

y
y

y

y
yzyz  

  Aأ0�1 إ�y ��6  0      وه4ا "$
6= 	ن 
)3(  

22       إذا آ
ن  22 >⇐>⇐ yzz 0��6 أ0�1 إ�  A  
  A ا�ij ��6 أ0�1 إ�y 0وه4ا "$
6= 	ن 

��ن ا�ij ��6  أ0�1 إ�0 � k��� ��   Aو8��1 	���� �1د ��
  
  )آ@��" ا���اد ا��8�2"      ( )7.4( ��8ه2"

 ����         Rba k��� ba أن ,∋ < ��k��� bra إن r ، ���� �1د �� << ���� ��
 و8��1 )
  ��  &�&����1د `�� �$�,� �� ا�1Dاد ا�$���8 ��� أي �1د

  : ا��8ه�ن 
)              1 (  

ba                      إذا آ
ن  <<0  
��$11
 ) ا     (>− ab ae�  ، }:{ anNnA >∈=  

 أن -�Ra 
8�j ارG-��س، ���� ⇐∋G ]�   Nm ∈ k��� am >   

⇐∈⇐≠ AmA φ   

 أن -�N وان ��8 "�"�[  �"�� 81�-L�  A �� 8��
G ��` 8�\^� 81�-L� N  

⇐A ��   k"���ي 0�1 ا�F$1 �ij و��



  �����ات
   ا������ ا��آ
�ر ��ري ����ن ا�����
ا��
�ذ

� ا��  ا�'�اق– )��'" ا�&�د��" – وا�������ت �ب آ!�" �!�م ا����–�������ت 
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Akakن �-
 أ ∈⇐>  

 أن -�k �( �F$1 �ijا AAkakak ⇐∉−⇐≤−⇐+≤ 111   

 أن -�11 >−⇐+>⇐< ababbk 8��1و bka <<   

   ه� ا�/�د ا�$��� ا�-��Aب k  وآ#�4 ���ن 
��$11
 ) ب(≤− ab   

 أن   -�baab <⇐>− 0  

 ]��� m��j س ���� �1د��-G8 ار�j
G �9?�ام	
�n k��� 1)( >− abn  
⇐>− 1nanb 8�
����k k��� nbkna ) ا( و �[ ا�� <<  

⇐<< b
n

k
a ن�� و�

n

k ب��A-ا� ��   ه� ا�/�د ا�$�

)2(  
ba      إذا آ
ن   <<    ه� ا�/�د ا�$��� ا�-��Aب0  )
ن 0

)3 (  
00     إذا آ
ن  <<⇐−<−< baab 8�
����Qr ) 1(  �[ ا��  ���k ان ∋

arbbra ��ن>−>⇐−>>−�( r−ب��A-ا� ��    ه� ا�/�د ا�$�
  

  Irrational Numbersا���اد ��U ا��8�2"  . 5
 ����    cQ 8--�-81 ا��-L-8(  "->� ا��-� )� �L-�81 ا�1Dاد L-�Q-�81 ا�1Dاد ا�$���8 ) ا�-
  Rا��&�&�8 

}:{| QxRxQRQ c ∉∈==  
 81�-L-0�1 ا� W�A�cQ8��   �L-�81 ا�1Dاد `�� ا�$�


 أن -�cc QQ ∈⇒≠ 2φ   

  
  )1.5(��8ه2"

Qxإذا آ
ن          cQy وآ
ن ∋ 
ن∋(   
)     1  (cQyx ∈+  
)     2  (cQxy   x≠0 �!�ط ∋

  
  : ا��ه�ن 

)           1(  
 =6
���cQyxض  :                    $9��ه� ���A&8 ا��$ ∉+  


 أن -�RyxQyx ∈+⇐∈+   

 أن -�Qx −∋⇐  &� Q وان ∋ Qx #�4وآ QxyxQy ∈−++⇐∈ )()(=6
  .  وه4ا "$
)       2(  

 =6
���cQxyQxyض  :             $9��ه� ���A&8 ا��$ ∉⇐∈  
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