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 أن -�Q وان �&  Qx ∈ ، 0≠x ⇐∈= − Qx
x

Qxy  وآ#�4 11
x

Qy ∈⇐∈ )(
 وه4ا 1

=6
$".  
  

  )آ@��" ا���اد ��U ا��8�2"   ( )2.5(��8ه2"
 ����       Rba k��� ba أن ,∋ < ��s  k��� bsa ���� �1د `�� ��  و8��1 )8�2 ���� >>

�  �8 ��� أي �1د��  &�&����1د `�� �$�,� �� ا�1Dاد `�� ا�$�
  :ا��ه�ن 


 أن -�           baba <⇐−<− 22   

 أن آ� �� -�  2−a 2  و−b �&�&  �1د    

 ����  8��
�9?�ام آ>
)8 ا�1Dاد ا�$��Qr k��� 22 أن ∋ −<<− bra  

⇐<+< bra 2    

 أن-�rو ��=+2 �1د `�� ���� 2 �1د �� rs   8��1و ���� ��bsa  �1د ` <<   
  :أ	ن 


 أن -�sa <⇐ ��k���  ssa أن  1s ����  �1د `�� �� << 1   
 ��� a&" 8��  .b و aو�
�9-�ار ه74 ا�/-���F�� 8 0�1 �1د `�� �$�,� �� ا�1Dاد `�� ا�$�

  
;��'9)3.5(  
 ����     Rba k��� ba أن ,∋ <   

                                           

{ }

}:{),(

}:{),[

}:{],(

}:{],[

:),(

bxRxb

bxaRxba

bxaRxba

bxaRxba

bxaRxba

<<−∞∈=−∞
<≤∈=
≤<∈=
≤≤∈=
<<∈=

  

                                        
}:{),[

}:{),(

}:{],(

∞<≤∈=∞
∞<<∈=∞
≤<−∞∈=−∞

xaRxa

xaRxa

bxRxb

  

آ� )��ة �� ا�1Dاد ا��&�&�8 :      �[ آ>
)8 ا�1Dاد ا�$���8 وا�1Dاد `�� ا�$���� 8��a�A أن �&�ل  
D8 و0�1 �1د `�� �$� �� ا��أي ا�� .�1اد `�� ا�$���8 "���ي 0�1 �1د `�� �$�� �� ا�1Dاد ا�$�

 K&( 8��  	"��� )��ات "���ن �� أ�1اد ����K&( 8 أو أ�1اد `�� ��

  
6 ."&!Vا�&��" ا��  Absolute Value  
  

;��'9)1.6(  
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 ����     x

���^x إ�(Absolute Value)0ا�&�-8 ا�-�A&8 .  �1دا  &�&�� 
  x ، و ���^ �,

i�F�
   ا��
��8 8و�/�ف �

                                                    




<−
≥

=
0,

0,

xx

xx
x   

J��/ة �� ا���;
�� w�$� 8�D رئ
&�� 
,�
��� ا�?�اص ا�/
�8 ���&� و9$��ك ��ه" 8��
  .  ا�-��ه$8 ا��
  

  )�Rاص ا�&��" ا��V!&" ( )2.6(��8ه2"
)1 (},max{ xxx −= ���  Rx xxxx و8��1 ∋ −≥≥ ,   

)2 (0≥x ��� Rx ∈   

)3 (0=x ن
   x=0 إذا و)&K إذا آ

) 4 (xx =−  ��� Rx ∈  

) 5 (xyyx −=−  ���  Ryx ∈,  

) 6 (yxxy =  ��� Ryx ∈,  

) 7 (
y

x

y

x =  ���    Ryxy ∈≠ ,,0  

) 8 (yxyx +≤+ ��� Ryx ∈,  

)  9 (yxyx +≤− ��� Ryx ∈,  

)10 (yxyx −≤− ��� Ryx ∈,  

) 11 (ax axa إذا و)&K إذا ≥ ≤≤−  

  
   Some Important Inequalities �/= ا�-��ا��
ت ا�-,-8 

  ) 23.1(��8ه2"
Rqp إذا آ
ن (Holder's Inequality)���ا��8 ه���ر ) 1( k��� 111 أن ,∋ =+ qP ن
(   

                                                     qq

i
i

pp

i
i

i
ii yxyx

1

1

1

11

)()( ∑∑∑
===

≤   

 k� ii yx 
8j إذا آ
�5 .  أ�1اد  &�&�8,G رة�F2و�=p ن
( 2=q وان   

                           2

1
2

1

2

1
2

11

)()( ∑∑∑
===

≤
i

i
i

i
i

ii yxyx   

  ( Cauchy-Schwars Inequality ) ;�ار –      و"�-0 ���ا��8 آ�;�
)2 ( ���(��
ن p≤1  إذا آ
ن Minkokowsk's Inequality)( ���ا��8 �$(   
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                  pp

i
i

pp

i
i

pp

i
ii yxyx

1

1

1

1

1

1

)()()( ∑∑∑
===

+≤+  

 k�  ii yx   .  أ�1اد  &�&�8,
       
  

 6.1       �/�� 8��
1
ت ا�&�-L-ا�Countable Sets   
 J��/")1.6.1(  

�� آ��� �������� BA, 8��1�-L�  .8��1�-L-ل ���1 ا�
��&�A8��1�-L-ا� q(
���" 
��,�2� B  (Equivalent) 
]����)~(و� BA 8��1�-L-8 ���� ا������
)~( و�����[B 0���1 ا�-A8��1�-L إذا و���� دا���8 "& BA    إذا /
 5�

)A qآ�"	 B.   

  

2.6.1(���ه8$ (  
)1(   5�
}إذا آ },...6,4,2=E ن
( EN ~  

 )       ENf →:  8i�F�
� 8(�/� nnf 2)( = ��� Nn ∈(   
) 2   (   5�
}إذا آ }....5.3,1=O ن
( ON ~  

 )       ONf →: 8i�F�
� 8(�/�12)( += nnf ��� Nn ∈(   
) 3  (    5�
}إذا آ },...3,2,1,0* =N ن
( *~ NN  

 )       *: NNf → 8i�F�
� 8(�/� 1)( −= nnf ��� Nn ∈(   
) 4  (*~ NZ)    *: NZf →8i�F�
� 8(�/�   

                                                               




>−
≤−

=
0,12

0,2
)(

xx

xx
xf   

) 5  (QN ~  
1
ت  �-L-أن ا� w�$��� 8��1و      EONNZQ ,,,,, * 8C(
���    

)   6  ( 5�
    وآ
�A5=]1,0[إذا آ
                              ],[),,[],,(),,( 4321 baIbaIbaIbaI ====   


ن (                                iIA ~    ��� 4,3,2,1=i   

 ) iIAf →:  8i�F�
� 8(�/�  xabaxf )()( −+= ��� Ax ∈( 

)1( 5�
),(وآ
�A 5=−)1,1( إذا آ baB ن
(BA ~  

)2(  )    BAf →:  8i�F�
� 8(�/� )()()( 2
1

2
1 abxabxf ++−= ,  ���Ax ∈  

)3( 5�

ن A=)1,0(إذا آ( +ℜ~A  

 )    +→ RAf :  8i�F�
� 8(�/� 
x

x
xf

−
=

1
)( ��� Ax ∈(  

)4(  5�

نA=−)1,1(إذا آ( ℜ~A   

)5(  5�
( إذا آ
2

,
2

(
ππ−=Aن
( ℜ~A   
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                    )                  ℜ→Af : 8i�F�
� 8(�/� xxf tan)( = ��� Ax ∈(  
)6(  5�

نA=)1,0(إذا آ(   ℜ~A   
)7(  ��� k  a� �/��} �1د ' }kN K 
ن =3,2,1,...,(   

NN )          ا k ~/           
~1)   ب NN k ن
  k=1  إذا و)&K إذا آ
)8( XXP ~)( / 81�-L� ��� X  
  

 J��/")3.6.1(  
 ������         A  
��� 8��1�-L�  .  ���1 ل
��&�A   8���,�$� 8��1�-L� 
��,�2� (Finite Set ) 5���
  A إذا آ

  8��1�-L-ا� q(
���
����8 أو "G ����` 8��1�-L�kN ���/���/= ���1د '��� k. ل أن
 �A ����` 8��1�-Lو�&��
 8�,�$�(Infinite Set)��1
ت ( �A 8�,�$� 81�-L إذا �. "�-L� �ت `�� ا�-$�,�8 ه
1�-L-أي أن ا�

 q(
�
��8 و	 "G ��`KN �/���� �1د '�  k(  
 5���
8��1 �$�,���8 )��
ن    A إذا آ�-L�AN k ~   ���/���/= ���1د '��� k    8����
و8����1 "����� دا���8 ��&

ANf k →: . a�iaif =)( ��� kNi ∈ ⇐ Aai ∈ ��� ki    و8��1 )
ن =3,2,1,...,
                                                                   { }kaaaA ,...,, 21=  

4.6.1( ���ه8$ (  
�� آ� �� ) 1   (��BA,أن k��� 8��
G ��` 81�-L�   BA ~   

   �$�,�B 8 �$�,�8 إذا و)&K إذا آ
�A 5 )      ا 
   `�� �$�,�B8`�� �$�,�8 إذا و)&K إذا آ
�A5)      ب

)2(  
,$� 8��/( 8�\^� 81�-L� q(
��� أن "-�	 81 �$�,�8�-L� آ�  
��ن �$�,�8  )3(" 81 �$�,�8�-L� �� 8�\^� 81�-L� آ�  
)4( 5�
L� BA-�81 `�� �$�,�8 وآ
�A 5 إذا آ 
ن ⊃( B8�,�$� ��` 81�-L�   
)5( 5�

ن L� B-�81 `�� �$�,�8 وآ
�A5 إذا آ( 
� 81�-L� BAU 8�,�$� ��` ن��"   
  

 J��/")5.6.1(  
������          A  
��� 8��1�-L�  . 
8��1 6
����ـ8 ����ـ/�    A ل ����1&���-L� 
) أو �&��
ل �/���ودة   (  ��2,��

(Countable Set )5�
��/��A 8  إذا آA�1اد ا�D81 ا�-L� q(
�
ل N.    ��1 �$�,�8 أو "�&�A  
�,�2� 
      ��
��/��5A         8`�� �$�,�8 و6
��8 ��/� إذا آA��1اد ا�D8�1 ا�-L� q(
�� L� N-�8�1 `��� �$�,��8 و"

6
��A   ��/�� 8و�&
ل �1   . ��` 
,�2� (Uncountable) 5��

)A     q إذا آ�� �L-�8�1 `��� �$�,��8 و	 "
N.  

  
�  )6.6.1(�ه8$  �
)1( �/�� 8��
��ن 6" 81 �$�,�8�-L� آ�  
OENNZQ آ� ��  )2( .,,,, ∗�/�� 8��
1
ت `�� �$�,�8 و6�-L�    
1
ت `�� 6
��ℜ �/�� 8 وا����ات )� ℜ آ� ��  )3(�-L�   
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  �l Mـــ8 
 5����
8 ��/���� )���
ن    �A          إذا آ�����
6 8����,�$� �����` 8���1�-LAN ~   8�����
 و8�����1 "������ دا����8 ��&

ANf →: a� nanf =)( ��� NnAan ∈⇐∈ ��� Nn ∈   
}و8��1         },...,, 321 aaa= { }NnaA n ∈= :  

7.6.1( ���ه8$ (  
)1(  
,$� 8��/( 8�\^� 81�-L-� 8C(
���ن �" �/�� 8��
6 8�,�$� ��` 81�-L� آ�  
)2( �/�� 8��
6 8�,�$� ��` 8�\^� 81�-L� 0�1 81 `�� �$�,�8 "���ي�-L� آ�   
)3(  81�-L-ا� NN × �/�� 8��
6   

ن  ,BA إذا آ
�5 آ� ��  )4(( �/�� 8��
6 81�-L�   
��ن 6
��BAU �/�� 8ا�-L-�81 )          ا  "   

��ن 6
��BA× �/�� 8ا�-L-�81 )          ب"   
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  331ر

1 (����	��!�, ا
ا ( Mathematical Analysis I  

 

�ات1:          ��2�1"3: �/�ي �
  3:             ��د ا

 


  ��4�"ا
�����ة ا
 

   Sequencesا
����5'�ت   
  

 6��'7)1(  
        ���� X����	 
�� ��

�� ا��ـ�اد ا�������.  ������ ������� � و� ��
ه� Nا��ا�� ا��

 ��
�X ��"���� #� $ (Sequence)ا����% X.  
�f      إذا آ�'&% ��"���� X ,أي أن XNf و�� $�
23 ا��ا�� '01/ ��# أن ,  دا��:→

/��Nn 0
 وا�5 4�% ∋�� �6
3 Xxn ∈7�1" ( ) nxnf = .
8�� f $�1د ا��ا��nx:95 أن ا��
��ا��� ;�
�0
رة آ���� و�<�= >"f;�
��" { }nx#� 3وnx أو �'
� "���1 ا���م ������"�� أو ا��1 ا�

��$
�����"�� nا��1 ذي ا��  .  
 ��"�����}ا���ى � }nx  ��
} ه� ا���� }Nnxn ∈:   �C�"ا����� ��C" ;Cا����� D�3 و�<ا { }nx   ى�Cا�� ��C"و 

��� .  
  

 9ً4�:  
}إذا آ�'& }nx�% �%
�� ��"���� R7�5 ،( )n

nx 1−=/�� Nn    %Fن∋

                                             { } ( ){ } { }L,1,1,1,11 −−=−= n
nx  

 ��
   إ�� ا���ى G�3/ ا����
                             { } { }1,1: −=∈ Nnxn  

 6��'7(2)   
}���� آ/ �� } }{, nn yx��
� ا����% ��"���� X ��3ل��}{ ny��I;6 ��"���� ��'F"  

(Subsequence)��"ا����� �� { }nx  إذا و�6ت ا��ا��NN →:ϕ 7�1 أن"  
) 1 (ϕonn xy =  
) 2 ( /��Nn ∈�6
3 Nk ) "7�1 أن ∋ ) nm ≥ϕ   /��km ≥  

}"���رة أ	
ى إذا آ�'& }nx�% ��"���� X&'وآ�{ }ni�% ��"���� N 1 "7�1 أن+< nn ii/��  Nn ∈ 
}%�ن  }

nix��"������ ��I;6 ��"���� #� ${ }nx.  
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  (3)��4ل

����
n

x
n nn

1
,

12

1 =
−

=σ 95O'، أن{ }nσ��"ا����� �� ��I;6 ��"���� }{ nx إذا :ن ��%
� 

NNا��ا��   →Ψ : /�P��"   
( ) 12 −=Ψ nn  

( )
12

1

−
=Ψ=Ψ=

n
xxnn oσ  

و���F% Qن  






 ,...

4

1
,

3

1
,

2


ن ����"�� ��I;6 �� ا�����"�� 1�$   








n

1
   .  

  

ــ�9"/  

 &C'إذا آ� { }ny �CC�"ا����� �CC� �CC�I;6 �CC�"���� { }nxو { }nz�CC� �CC�I;6 �CC�"���� { }ny  ن�CC%{ }nz 
 �� ��I;6 ��"����{ }nx.  

6��'7(4) 
    ����{ }nx6 ��$
� ا����
�� ا��% ��"���� ��I;X. ��"��3ل �� ا�����{ }nx ا�3ة;�� ��'F" 

(Increasing) 1 أذا آ�ن+≤ nn xx R�S /�� n. ��"و��3ل �� ا�����{ }nx �0S���� ��'F" 
)Decreasing ( أذا آ�نnn xx ≤+1 R�S /�� n Q��$و$ �# ا�����"�� ر (Monotone) &'أذا آ� 

 �0S��  .��;ا�3ة Tو ��
  

;�
} أذا آ�'& ا�����"���U� 3    ↑nxم ا� }nx;�
xxn ��;ا�3ة وا� } أذا آ�'& ا�����"��↑ }nx 
��n;ا�3ة وان 

Nn
xx

∈
= sup;�
}أذا آ�'& ا�����"�� nx↓ وآ<�= �U� 3م ا� }nx �0S���� 

;�
xxnوا� }أذا آ�'& ا�����"�� ↓ }nx�0 وانS���� n
Nn

xx
∈

= inf.  
  

 6��'7(5)   
         ����{ }nx ��I;6 ��$
� ا����
�� ا��%  ��"���� X.   ��'F" ��"��3ل �� ا�����{ }nx �"ر���� 

(Converges) #إ� Xx } أذا و�6ت ا�����"���� ∋ } { }nn ba , �% X 7�1 أن"   
)1(nnn bxa ≤≤ R�S /�� n  

)2 (xaxb nn ↑↓ ,  
xxn $ �# '��� ا����رب وx  D��3   وان  =lim)0(      أو xxn →0   

  

6��'7(6)  
      ����{ }nx ��I;6 ��$
� ا����
�� ا��% ��"���� X. #�W �3 ا��Xا�(Inferior limit) ��"������ 

{ }nx ;�
��" ��� ;�
3 nxlim ;�
    و$�
ف "��T nxinflim /�Pو ا�
                                                               j

njNn
nn xxx

≥∈
== infsupinflimlim  
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6
د 

ط أن ا��
ف ا���3 ��P3. ��������"�� (Superior limit)وآ<�= ا��3�X ا��� { }nx ��� ;�
3 

;�
��"nxlim ;�
  �/ و$�
ف "��nxsuplimP أو ا�

j
njNn

nn xxx
≥∈

== supinfsuplimlim  

6
د

ط أن ا��
ف ا���3 �P"  . �� /إذا آ�'& آnn xx lim,lim د
6
� 

xxxوان nn == limlim ن�%  xxn →0.  
  


  /" ــ�9
}:}{}{{         أذا آ��>  xxxxXxA

nn ini 
�� '��A، أي أن =∋∃⊇∈→��� /G�$ ط

}$��رب ��6] ا�����"��ت ا��;��I �� ا�����"�� }nx ن�% ،Axn inflim =limو nxAxn suplim =  
 

  
   "�&�&�
 Sequences Realا
����5'�ت ا
�� ا�����"�� %
}{   >�\ وان � nx Q�
� أ����% X ا[��اد ا������� ��
��� �� Qأ'�� دا� #�� N  

 ��
}{و��3ل �� ا�����"�� .Xإ�# ا���� nx&'�����5 إذا آ� ��"���� ��'F"    RX =. 
  

 6��'7)7(  
�3
ن '�$` _
ح آ/ Arithmetic Progression ( �� ���% �5( ا���
ا��� ا���د�3      �ه� ا�����"�� ا��

;�
��" Q� ;�

ة 3 �وي ��داً �c"�ً� 3 �# أ>�س ا���
ا��� و3d��� Q��< ا��1 ا�<يd .  Q'F% �و"�����

ا��� ��د�3 �� ��
%� �5ه� ا�ول وأ>�>�� ����$ �W�3 ا��1 ا�ول #��� وذ�= "�ef%� ا�>�س �

�# ا��1 ا�7��G وه�<ا � /01' �'�Gا��1 ا� #�� و"�ef%� ا�>�س �'�Gا��1 ا� #�� /01'...  
   

 9ً4�:  
  : ه� d وأ>�>�� a   ا���
ا��� ا���د�3 ا��� �5ه� ا�ول 

},)1(,,2,,{ LL dnadadaa −+++  
�( ا���م ا��1'
�
ا��� ا���د�3 ) ا��1 ا�����}{ nx 
   ه

dnaxn )1( −+=  
 7�5a ، ا��1 ا�ول /G�3 r 
� ه'
�� ا�I;ع ا��
   G�3/ ا�>�س ، وأن ا����

))1(2(
2

))1((
11

dna
n

dkaxS
n

k

n

k
kn −+=−+== ∑∑

==
  

 6��'7)8(  
��>�� ا���
ا��� ا�     �)Geometric Progression ( �5 /آ �� S رج�	ن 
�3 �ه� ا�����"�� ا��

 ;�
��" Q� ;�

ة 3 �وي ��داً �c"�ً� 3 �# أ>�س ا���
ا��� و3d��� Q� \"� ا��1 ا� #�� ���%r .  

%� �5ه� ا�ول وأ>�>�� وذ��� ��<��� ������ ا���
ا��� ا��W�3 Q'F% �
ب ا��1 ا�ول %� و"�����j" =

� ا�>�س 3��` ا��1 ا�7��G  وه�<ا % �'�Gب ا��1 ا�
j"و �'�Gا��1 ا� `��  ...ا�>�س 3
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9ً4�:     
  : ه� r وأ>�>�� a    ا���
ا��� ا����>�� ا��� �5ه� ا�ول 

},,,,,{ 12
LL

−narararr  
�ا��1 ا��(ا��1 ا���م '
 ( ��<��
ا��� ا������}{ nx 
   ه

1−= n
n arx  

 7�5a ، ا��1 ا�ول /G�3 r ا�>�س /G�3 . 
� ه'
�� ا�I;ع ا��
   وأن ا����

1,
1

)1(
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1

1
≠

−
−=== ∑∑

=
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=
r
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ra
arxS

nn

k

k
n
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F%  anaaaSnن r=1أ�� إذا آ�ن  =+++= L .  ���5 �||1و% <r نF%   
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n
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−
=∑

∞

=
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1.       

 ��<��   ه� )Arithmetic-Geometric Progression(وا���
ا��� ا���د�3 ا��

},))1((,,)2(,)(,{ 12
LL

−−+++ nrdnardardaa  
�(وا��1 ا���م '
�  ��� ه
 ) ا��1 ا�

  
1))1(( −−+= n

n rdnax  

� ه
وأن ا����
ع ا'
�� ا�I;��  
  

||1أذا آ�ن  <r  نF%            
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1
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)1(1
))1((
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 6��'7)9(  
����      }{ nx�����5 ��"����  .�� ��3ل}{ nx ��'F"   

Rx إذا وConvergent( �6(����ر"� ) 1(  ∈   �
ط ا�$P�13\ ا�  
/��      0>ε D6
� k�18 �6 ��د
3 k7�1 إن"  ε<− || xxn  /��kn >   

  Q��������"�� )  ( F"limit  point'�� '��� $��ربxو��3ل �� أ��  }{ nx /�P��" D��$و    

xxn
n

=
∞→

lim   أو  x→nx    �����  ∞→n  

Q��  و�
xxn −→0  إذا و%�4 إذا آ�ن    → xxn  

�����}{"�� ا��;��I '��� ا����رب �
knx ��"ا����� ��  }{ nx Q�I;6 � Sub) $ �# '��� $��رب $��"�

sequential limit point  ( ��"������}{ nx   �  :و���3 ��8�� ا���
23 ه��>�� آ��$
}{ا�����"��  nxن ����ر"� إذا و
�$  �6Rx ∈  . �5
�W� l
),("7�1 إن آ/ %� εε +− xx آ;ه�
� 

x��"�5ود ا����� Rm�� #��1$
ي �  .  
  

   إذا �R $�� ����ر"�(Divergent)������ة ) 2(
  

)3 ( �d
3
ε �6<0  إذا آ�ن ��/ )أو ا�����"�� ا�>�>��(  ����(Cauchy sequence)"�� آ 
 D6
� k�18 د��k  7�1 أن" ε<− || mn xx/�� kmn >,  Q��    و�

         }{ nx  إذا و%�4 إذا آ�ن �d
||0 ����"�� آ →− mn xx     ����� ∞ →mn,.        
  

  )10(��4ل 
−=>ε %�ن x :    /�� Q'�0>εإ�#  ����ر"� x}{ا�����"�� ) 1 ( 0xx   

{ا�����"�� )  2 (
1

{
n

 
W0ر"� و'��� $��ر"�� ا�����  :  /�� Q'�0>ε)   ��8�	 D 5


D6 ) ار	���س� k�18 �6 ��د
3k 7�1 أن" ε<
k

1   

  ���kn ��/  و�
knn

>⇐<⇐< 111 ε   =�>"و      

ε<=−
nn

1
0

1    /�� kn >  

nxn أي أن (n}{ا�����"�� )  3( = /�� +∈ Zn  ( ة������  :Q'� ��e
% 
�= ا�����"��   �$  
3
�6 ⇐ ����ر"�       Rx xxn "7�1 أن ∋ → /�� Q��
ε�%  �5<0  و��Wة ا��
�Wن ا�

),( εε +− xx ��"�5ود ا����� Rm�� #��1$
ي �   
Rx"�� أن    ∈+⇐ ε �6
∋+ )D 5 	���8 ار	���س( 3 Zk  7�1 أن" kx <+ ε   

++∌−+⇐+>>+>L أنو"��  1),(2,1, kkxxxkkk εεε   
),(أي أن  εε +− xx1$: ��"�5ود ا����� Rm�� #�
ي ��. oS��   .وه<ا $
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}{ ا�����"�� )4( nx 7�1 أن"   





>
≤

=
8

6

10,1

10,

n

nn
xn   

   F' 610>k	Q'�0>ε ،> ��/  :  ����ر"� و$��
ب إ�# ا�
ا�5 
 /��knxn >⇐= 1 ���−=>ε و� 01nx =�>"1  و→nx.  

  
)}1({ ا�����"�� )5( n− ة������   :Q'� ��"ا����� =�$  ��e
% 
�   

3
�6 ⇐      ����ر"�  Rx xx "7�1 أن ∋ n
n →−= )1(   

 ����0>ε 6
3 �+∈ Zk 7�1 أن"  ε<− xxn  /�� kn >   

⇐<−− εxn)1( /��  kn >  ⇐+<−<− εε xx n)1( /��  kn >  

⇐+−∈− ),()1( εε xxn /��  kn >   

e
% 
�  ��1=x .   >	F'
4

1
0 =⇐> εε . ⇐+−∈− )

4

1
1,

4

1
1()1( εn /��  n د�� 

 ����" �(زو6
4

1
1,

4

1
1()1( ε+−∉− n /��  n دي
� أن ��د %�
ة ، وه<ا �3�Wا�   

)
4

1
1,

4

1
1( ε+−m�� #� 1 إ�#$��
ب  R �5ود ا�����"��  و���� ا�����"�� :���3 أن   :�1$
ي �


ب إ�#��$: #�
ه� ��' /G���"1 و− .  

ض  :اBن W'   1≠x   =�>1وآ−≠x   
����   xa −= xa و  11 −−= 12 .  >	F'ε   7�1" 1a<ε 2 وa<ε  

�5 ' ��` أن 
�Wة ا��
�Wا�),( εε +− xx : #�)}1({ �5ود ا�����"�� أي �5 �� �1$
ي � n− 
   .xو���� %�ن ا�����"�� :���3 أن $��
ب إ�# 

  
  )�D�  ")11ه2
)1 (l��5إذا آ�'& ا�����"�� ا������1 ����ر"� %�ن '��� $��ر"�� و  
)2 ( �d
 آ/ ����"�� ����ر"� $�
ن ����"�� آ
)3 (xxn → �� Q�I;6 ��"���� /إذا و%�4 إذا آ�'& آ  }{ nx  #ن ����ر"� إ�
�$ x.   
  

   : ا
�Dه�ن
)           1 (  


ض      W'                 xxn →   ,    yxn yx  "7�1 أن   → ≠  
εε  و���� =−⇐> yx0  

xxn "�� أن  →⇐�6
3    +∈ Zk17�1"    
2

ε<− xxn  /��  1kn >  
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yxn   وآ<�= →�6
3   +∈ Zk2   7�1"  
2

ε<− yxn  /��  2kn >  

[j'    { }21,max kkk 
ن    =��% ،    

2

ε<− xxn و  
2

ε<− yxn   /��kn >  

( ) ( ) εεεε =+<−+−≤−+−=−=
22

yxxxyxxxyx nnnn    

yx وه<ا $��oS و���F%  Qن = .  
 )2(  

����{ }nx �"�6⇐  ����"�� ����ر
3      Xx xxn"7�1 أن     ∋ →  
����          0>ε   

xxn        "�� أن   →⇐  �6
3  +∈ Zk 7�1 أن"    

                                            kn >∀       
2

ε<− xxn       

kmn إذا آ�ن       ، %Fن,≤

                           ( ) ( ) εεε =+<−+−≤−+−=−
22

xxxxxxxxxx mnmnmn  

}  و���F% Qن }nx�d
  .  ����"�� آ
  

 6��'7)12(  
����      }{ nx�����5 ��"����  .�� ��3ل}{ nx ��'F"   

)1 ( #�1Mxn "7�1 إن 1Mإذا و�6 ��د ���5�) l���� )bounded above �� ا�� ≤ R�S /�� n .   
)2 ( �nxM "7�1 إنl����2M �� ا�>W/ إذا و�6 ��د ���5 ≤2 R�S /��  n.  
)3 ( l����)Bounded( D6
� �Mxn  "7�1 أن Mإذا و�6 ��د ���5 ≤|| R�S /�� n.  

  
  )13(��4ل 

{ا�����"�� ) 1(
1

{
n

�2'� :  ����ة 
2

1 <  R�S /��n.   

{ ا�����"�� )2(
1

{
+n

n 1 �'� : ����ة
1

<
+n

n  R�S /��n.   

)}1({ا�����"�� ) 3( n−  1(�1'� : ����ة( ≤− n  R�S /��n.   

��  ه<l ا�����"�� ���:  ��
 ����ة  n}{ا�����"��  )4(e
% 
3
�6 ⇐�ة �'� � �  ��د ���5
    D6
� M 7�1 أن"  Mn ≤|| R�S /�� n. س���	��8 ار�	 oS��3
�6 . وه<ا 3 Q'�  
   +∈ Zn 7�1 أن" Mn >.  
}3{ ا�����"�� )5( n  ة���� 
�� :  
  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

����
� ا�������ت �ب آ!�" �!�م ا
���–��ت �
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" – وا
 

 

 8 

  )�D�)14ه2"  
l���� ن

ن ����l و���Q آ/ ����"�� ����ر"�  $��$ �d
   آ/ ����"�� آ

  
 : ا
�Dه�ن
     ����  { }nx �d
}ا�����"�� :  D�3 أن '�
ه� :  ����"�� آ }nx ة����   

 ����1=ε  
} "�� أن   }nx  �d
3
�6 ⇐ ����"�� آ +∈ zk7�1 أن"     

                                                      kmn >∀ ,       1<− mn xx   

         ����1+=⇐ km                              knxx nn >∀<− + 11  

11"�� أن      ++ −≤−⇐ knkn xxxx  

                                                          knxx kn >∀<− + 11  

                                                          knxx kn >∀+< +11  

'    [j{ }1,,,,max 121 += +kk xxxxM L   ⇐∈∀≤ +ZnMxn  

 ���}ا�����"�� و� }nxة����   

  

  /"ــ�9

3
ke ذ�=  �
ورة Tن $�
ن ����ر"� وا���Gل ا����j��" & �� ��'f% إذا آ�'& ا�����"�� ا������1 ����ة  :  
)}1({ا�����"��  n− ���   �� & ����ر"�����ة و��
  

 6��'7)15(   
 ����       }{ nx �����5 ��"����  . �� ��3ل}{ nx��'F"   

)1( �0S���� 
��)non-decreasing ( 1 إذا آ�ن+≤ nn xx R�S /��  n.   
>+1   إذا آ�ن (increasing)��;ا�3ة ) 2( nn xx   R�S /��n.   

 ��;ا�3ة ) 3(��)non-increasingإذا آ�ن (  nn xx ≤+1  R�S /��n.   
)4 ( �0S����(decreasing) ) إذا آ�ن nn xx <+1  R�S /�� n.   

}{و��3ل �� ا�����"��       nx ���$ر ��'F" (monotonic) إذا آ�'& $�1\ أ3ً� �� ا��1:ت 
 lO�ا�ر"�� أ.  

  )16(��4ل 

{ا�����"�� ) 1(
1

{
n

 �0S���� ⇐Q��$ر   

{ا�����"�� ) 2     (
1

{
+n

n ا�3ة;�� ⇐Q��$ر   

)}1({ا�����"�� ) 3     ( n− Q��$ر & ��    
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  )�D�)17ه2" 
  .آ/ ����"�� l���� �����5 ور$��� $�
ن ����ر"�) 1      (
�1$
ي ��# ����"�� Q�I;6 ����ر"�) 2      ( l���� �����5 ��"���� /آ. 

  
  :ا
�Dه�ن

)            1 (  
                   ���� }{ nx و ����"�� �����5 ����ة 
�����0S��  

}{ "�� أن  nx   ة���� ⇐    D6
� k�18 �6 ��د
3M 7�1 أن" Mxn ≤ R�S /�� n  

    [j'}:{ +∈=⇐≠ ZnxAA nφ  
T ��"Mxnن   ≤ /�� nM ⇐ ��
���� #���S  AA أ� ⇐#�
�� ����ة �� ا����� .  
RA"�� أن   3
D 5 ( �6 	���8 ا����ل �t��اد ا������1(⊇Rx xA "7�1 أن ∋ =sup.  

D�3  :xxn أن '�
ه� ��# أن :اBن →  
 ����0>⇐<− εε xx  

 ��S أ��# x"�� أن X8ا ⇐− εx ��
���� #�  ��S u�� A أ�

 ⇐  �6
3 +∈ Zk 7�1 أن" kxx <− ε   
}{"�� أن  ا�����"��  nx 
�� �� �0S��1+≤ nn xxR�S  /��  n  

⇐≤<−⇐≤− +1kkn xxxxx εε R�S /��  n  
xxn أن"��  
�� x :ن ≥���� #�  ��S A أ�
⇐+<≤⇐+<<− εεε xxxxxx nn /�� kn >  

 ε<− xxn  /�� knxxn >⇐→  

)2(  
  

  )L'5 ا
����5'�ت ا
�D�)18()                 "J�Kه2" 

F%  0ن   P<0إذا آ�ن   ) 1      (
1 →=

Pn n
x                  

=→F%  1ن   P<0إذا آ�ن   ) 2      ( n
n Px      n

n Px
1

=        

)      3 (1→= n
n nx        n

n nx
1

=   

=→F%    0ن            a>1إذا آ�'& ) 4      ( n
n ax            

=→F%  1ن              a=1  إذا آ�'&) 5      ( n
n ax   [Sا
� ا�% 11 == nna           

,0إذا آ�'& )  6      ( >∈ PRα      نF%  0
)1(

→
+

=
nn P

n
x

α

              -  

)      7  (e
n

x n
n →+= )

1
1(    7�5     ∑

∞

=

=
1 !

1

n n
e     
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