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   (34)�!�ه$2 
=�  
	�
ر�� �#	�� ���
��� ������� Cآ       
أي إذا آ
�7 ,ن ��	
ر�� وا���f�P+ ��& B دا��

 
ً	�
�\�ورة إن  �=ن ��	
ر�� �#� B��A ��ر
	�� ���
�� ا�.�����  .ا���
  

  :ا
!�ه�ن
          

       
  

   (35)�!�ه$2 

����     0≠na g�S C�� nو���� P
a

a

n

n

n
=+

∞→
||lim 1 G�
  RP ∈ ���
�� ا�.�����
ن ا���A ∑

∞

=1n
na 

   �=ن 

 إذا آ
ن )1(ً	�
ر�� �#	��1<P.    

�$ة إذا آ
ن )2(?��1>P.       

��

 (A1               و=P  �� dا��?�ه'� ا CU
A ر ��=ن
?�Q�
ن اA  "�  ?�� أه��� ا��	
رب ا��#
  :ا
!�ه�ن

  )B[�           )20 ��ه
ن ا��?�ه'� 
   (36)�!�ه$2 

����      ∑
∞

=1n
naو���� ���
��� ������� ∑

∞

=1n
nb�� 
���� CjP  ������� ∑

∞

=1n
na ود$
 O� �  دة
�L� 

 7�
�� ���c ��1	� آ���  .ا���

��إذ���∑ا آ
�7 ا���
∞

=1n
na�إ� 
ً	�#� 

ر�ً	�� S�����
ن ا���A ∑

∞

=1n
nb 

 أ�\ًً	�  �=ن ��	
ر�� �#

  .Sو�']B ا����=ع 
  

     $�5�6�7
   ( Product Infinites Series)��ب ا
���#�7ت ا

����       �� Cآ ∑
∞

=1n
na,∑

∞

=1n
nb                   و���� ���
��� �������   

   ∑∑
==

==
n

k
kn

n

k
kn bTaS
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))(( 11 nnnn bbaaTS ++++= LL  

���
�� ا�.��������� �������
} ا��) ���
��� ا���
��� ا������ ��
 ه) ا���� }nnTS����
� ∑ nP                                                                                                             1نA

∑
=

+++==
n

k
nknn PPPpTS

1
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  	$م ���#�� إن �	=ل إذا آ��SSn →,TTn → �����
ن ا���A ∑ nP ر�� وأن
	��  STP
n

n =∑
∞

=1

.   

  
   (37)�!�ه$2 

�� C7 آ�
∑     إذا آ
∞

=1n
na ,∑

∞

=1n
nb�������
ن �bب ا���A 
ً	�
ر�� �#	�� ���
��� ������� ∑

∞

=1n
nnba 

J�Nوآ 
ً	�
ر�� �#	�� 
STba ��=ن أ�\
n

nn =∑
∞

=1

 G�
  Sa
n

n =∑
∞

=1

 , Tb
n

n =∑
∞

=1

 .   

  
�� P���
�Qب ا
���#�7ت وا
Lي  �HR 8��'9 P
  .ب آ�T	 اOن ���Sق إ

  

  
8��'9(38)   

�� Cآ ����     ∑
∞

=1n
na,∑

∞

=1n
nb�������� ا���  ���
��� ������� ∑ nC ����������� (U=ب آ�\� 

∑∑ nn ab ∑    إذا آ
ن,
=

+−=
n

k
knkn baC

1
1.   

  

   (39)�!�ه$2 
�� Cآ ����     ∑∑ nab ,  ���
��� ������� .  

)1 ( �� C7 آ�
∑∑إذا آ nn ab , (U=ب آ�b ن
A 
	�
ر�� �#	��  ∑ nC 
ً	�  �=ن ��	
ر�� �#

STbaوان nn =∑ ∑ ))((= ∑ nC.  

)   2 ( �����∑ا�.��
���إذا آ
�7 ا��� naوان 
ً	�
ر�� �#	�� San =∑ ���
�� ا�.����� وآ
�7 ا���

∑ nbر�� وان
	�� Tbn =∑ (U=ب آ�b ن
A ∑ nC ر�� وان
STCn  �=ن ��	 =∑.  
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�ات1:          ��2�1"3: �/�ي �
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  �ا4'"ا
�����ة ا
   "����
  Metric Spacesا
�67ءات ا

  
 8��'9)1(    
���� Χ و���� ���	
 ��� �
���� R�
��	ل 
� .  ا�
�اد ا������� ����  ����

Rdا��ا�� →Χ×Χ: ���	 دا�� ���� ! )Metric function ( $%
Χ���&ت ا	���  :  إذا ����) ا��(
)1 (0),( ≥yxd ��� Xyx ∈,  
)2 (0),( =yxdن	إذا و1�2 إذا آ  yx =  
)3 (),(),( xydyxd = ��� Xyx ∈,  
)4 (),(),(),( yzdzxdyxd +≤ ���Xzyx  )ا����ا��5 ا���%��� (,,∋

),(ه� ا��>	;: ) Metric Space(ا�89	ء ا����ي  dΧ >�? Χ��	
 ��� �
���� ، �d �� دا�� ���
 $%
Χ . A��� ف�CΧ �� D�! ),( dΧ س	م و�5د ا��)�
 ��	? :2  . �

>	G� ا�����Χ $�H� 

��H$ ا��Jد ا����,Χ∈yx!	�>�	ط و���   :�),( yxd ���K�<ا� ��! �J(�	! yx, .  $�H� 	آ�d �J(�	! 
 �2	Hأو ا�� . ������yx�M�<�H إذا آ	�( ) 2(و) ��)1 ا��( ),(0 2	ن ≠ >yxd أي ��! �J(ا� N�%
 و

���ن ���9%�O� ���K�� A5�� .  
  

  )2(�;�ل 
����RRRdu ا��ا��        →×: �P�Q�	! �2�J�  yxyxdu −=),(  ��� Ryx  ud 2	ن .∋

 $%
 ��),(، وان���Rن دا�� ��� udRد	��
Dي ا�ء ا���	89�	! $�H� Usual Metric(ي  
Space(  

,�
  -:ا
)1( 

����     RyxRyxyxyxd u ∈⇐∈−⇐≥−⇐≥ ,00),(   

)2(  
 yxyxyxyxdu =⇔=−⇔=−⇔= 000),(  

)    3(  
                          Ryx ∈,  ����               

),(),( xydxyyxyxd uu =−=−=  
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)  4(  
             Rzyx ∈,,   ����          

),(),(),(

)()(

)()(

yzdzxdyxd

yzzxyzzxyx

yzzxyx

uuu +≤
−+−≤−+−=−

−+−=−
 

R  $%
 ��ud دا�� ���  ⇐        
  

  )3(�;�ل 
����RRRd ا��ا��  →×: �P�Q�	! �2�J�  1),( +−= yxyxd  ���Ryx  !�ه� ,∋


%$ أن d $%
 ��  H�� R( دا�� ���
,�
  -:ا

 ����       Ryx yx !��< أن  ,∋ = ⇐ 1),( =yxd�� ���	ا�� ����  H( ������   وهSا �J>: أن ا�)�
       ⇐ d ����� )H��   

  
  )4(�;�ل 

 ����Χ و���� ا��ا�� ���	
 ��� �
����  Rd →Χ×Χ: �P�Q�	!   





≠
=

=
yx

yx
yxd

,1

,0
),(  

 
 ���  Χ∈yx, .  ن	2d $%
 ��),(، وانΧ دا�� ��� dΧ ��J(� ي�ء ��	82 $�H� )Discrete 

Metric Space(  
  

  -:ا���
) 1(  

),(0    !�	 أن  =yxd 1 أو),( =yxd ��� Χ∈⇐≥ yxyxd ,0),( ���Χ∈yx,  
)2(  

 ����      Χ∈yx,  
yxإذا آ	ن  ),(0    2	ن = =yxd)  ا��ا�� T��J� AH?d( ن	إذا آ 	0، أ�),( =yxd ن	2  

yx � yx�N �� آ	ن = ),(1 2	ن ≠ =yxd N�%
   وهSا �>	UV و
  yxyxd =⇔= 0),( 

)    3 (  
 ����               Χ∈yx, 

 

),(
1

,0

,1

,0
),( xyd

xy

xy

yx

yx
yxd =





≠
=





=
≠
=
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)   4  (  
  ����         Χ∈zyx ,, 

yxإذا آ	ن )  ا           ( = ⇐ 0),( =yxd  
),(),(0),(0,),(0!�	 أن    ≥≥⇐≥+ zxdyzdyzdzxd   

  ⇐    ),(),(),( yzdzxdyxd +≤ 
yxyxdإذا آ	ن )  ب( ≠⇐= 1),( 

�H	وي ا?�ه�	 
%zو!�XS ا��	�� ���ن   D  أي أن �Vا� $xz yz أو ≠ ≠  
xz                   و����  ≠ Y�� ⇐= 1),( zxd  
),(),(1),(0                   !�	 أن  ≥⇐≥+ yzdyzdzxd 

   N�%
),(),(),(و yzdzxdyxd +≤ 
  ⇐ d $%
 �� Χ دا�� ���

 
  )5(�;�ل 

 ����Χ و���� ا��ا�� ���	
 ��� �
����  Rd →Χ×Χ: �P�Q�	! 0),( =yxd  ���Χ∈yx, 

%$ 2d	ن .  ��),(، وانΧ دا�� ��� dΧ 	�C	��� 	���H$ 82	ء ��� )Indiscrete Metric Space(  
  

  ) 6(�@�ه2" 
 ����),( dΧ  	�   82	ء ���

)1 (),(),((),( yxdyzdzxd ≤− ���  Χ∈zyx ,,  

)2 (),(),(),(),( wydzxdwzdyxd +≤− ���  Χ∈wzyx ,,, 
 - :ا
@�ه�ن

             ) 1 (  
      ),(),(),(),().( yzdyxdzydyxdzxd +=+≤           

)1(),(),(),( Lyxdyzdzxd ≤−   
Z�Sوآ  

 ),(),(),(),(),( yxdzxdyxdxzdyzd +=+≤  
      ),(),(),( yxdzxdyzd ≤−  
     ),(),(),(( yxdyzdzxd ≤−−   

)2(),(),().( Lyxdyzdzxd −≥−                                                      

%$) 2(،)1(�� ا�J	دDت �Q��  

⇐≤− ),(),(),( yxdyzdzxd ⇐≤−≤− ),(),(),(),( yxdyzdzxdyxd  
                                                    

)2(  
),(),(),(),(),(),(),(),(),( wydwzdzxdywdwzdzxdyzdzxdyxd ++=++≤+≤  

)3(),(),(),(),( Lwydzxdwzdyxd +≤−  
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),(),(),(),(),(),(),(),(),( wydyxdzxdwydyxdxzdwxdxzdwzd ++=++≤+≤  
),(),(),(),( wydzxdyxdwzd +≤−  

)4(),(),((),(),( Lwydzxdwzdyxd +−≥−  

%$) 4( ،)3(�� ا�J	دDت  �Q��  

  ),(),(),(),(),(),(( wydzxdwzdyxdwydzxd +≤−≤+−  
   ��%
 و

),(),(),(),( wydzxdwzdyxd +≤−  
  

  )7(�@�ه2" 
����     Χ ن ا��ا��	2 ���	
 ��� �
���� Rd →Χ×Χ: إذا و1�2 إذا ���]  ���ن دا�� �����

  -:ا�[�\�� ا&���� 
)1 (0),( =yxd ن	إذا و1�2 إذا آ yx =  
)2 (),(),(),( zydzxdyxd +≤ ��� Χ∈zyx ,,  

  -:ا
@�ه�ن
   دا�� �����d�9�ض         

��� ) 1(ا�[�ط��! N�� [����)2( ط�]ا� Z�Sوآ ����	ت ا��ا�� ا������! �� )2 ( �� [����
��	ت ���	ت ا��ا�� ا������) 2(, ) )4ا��(��! ��  

  .�������) 2(, ) 1(ا��D	X ا��J	آ` ، �9�ض ا�[�\�� 
  
)1 (  

 ����     Χ∈yx, .  ط�ام ا�[�O�C	!)2 ( $%
 �Q��  
),(2),(),(),( yxdyxdyxdxxd =+≤  

),(0  و���  =xxd ط�ا�[ AH? )1 (⇐≥ 0,( yxd  
)2 (  

  )1(     �9` ا�[�ط 
)3(  

 ����     Χ∈yx, . ط�ام ا�[�O�C	!)2 (  

),(),(0),(),(),(

),(),(0),(),(),(

xydxydxydxxdyxd

yxdyxdyxdyydxyd

=+=+≤
=+=+≤

 

⇐≤≤⇐= ),(),(),,(),(),(),( xydyxdyxdxydxydyxd   
)4(  

 ����      Χ∈zyx ,,  
),(),(),(),(),( yzdzxdzydzxdyxd +=+≤  

  Χ  $%
 ��d⇐ دا�� ���  
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 8��'9)8(  
 ����        ),( dΧ ي و�����ء ��	82 Α :2 ���	
 ��� ��;a5 �
���� Χ.   

�
���! N� a	���KVΑa� ا����� )(Αδ �P�Q�	! ف�J�  و
},:),(sup{)( Α∈=Α yxyxdδ  


>Q� وا?� 1�2 2	ن Αأوφ=Α   وإذا آ	�(  $%
)(0 ����ي  =Αδ . �J!)�2	Hا�� ( �K�<ا�p 
 �

� ا�����Α a���	! N� a��� ),( Αpd �P�Q�	! ف�J�   و

}:),(inf{),( Α∈=Α xxpdpd  
),(0 2	ن Α∈p    و�� ا��اbc ا�N إذا آ	�(  =Αpd )�	وإذا آ φ=Α ن	2 ∞=),( φpd .   

 ����Β :2 ���	
 ��� ��;a5 �
���� Χ .  �J(ا�) �2	Hا�� ( ��!Β,A a���	! N� a��� ),( ΒΑd 
 �P�Q�	! ف�J�  و

},:),(inf{),( Β∈Α∈=ΒΑ yxyxdd 
  Β),(φd=∞2	ن φ=Α   و�� ا��اbc أ�8	 إذا آ	�( 

  
  ) 9(�;�ل

 ����         ),( udR دي و����	��
]2,1,()4,2[82	ء ���ي ا =Β=Α  
  �d?Y أن 

0),(

1),5(,0),4/9(,
2

1
),

2

3
(,0),

4

5
(

2)(,1)(

=ΒΑ

=Β=Β=Β=Α

=Β=Β

d

dddd

δδ

  

  )10(�@�ه2"
����),( dΧ �� ي و���� آ��ء ��	82 ΒΑ,�
���� :2 ���	
 ��� ��;a5 Χ                    

)1 (0)( ≥Αδ   ,  0),( ≥Αpd ���  Χ∈≥ΒΑ pd ,0),(  
��� 2	ن Αإذا آ	�( ) 2(�<� ∞<Α)(δ  
),(20	ن φ≠Β∩Αإذا آ	�( ) 3( =ΒΑd  
)4 (),(),(),( qpdqdp ≤Α−Α ��� Χ∈qp,  

),(),( 2	نΒ⊂Αإذا آ	�( ) 5( BpdApd ≥ ���  Χ∈p  
  

  -:ا
@�ه�ن 
�(� T	g�ة)   2(, )1(�Jا�� �� hH�  

) 3 (  
�>��: إ�$ ا���	\i و���� ⇐ φ≠Β∩Α      !�	 أن  �Q<
 �Vا� $%
 �5�� 0x أي أن  Y�� 

Β∩Α∈0x ⇐ Α∈x أو Β∈0x  
Β∈∀Α∈∀≤Β∈Α∈=ΒΑ yxyxdyxyxdd ,),(},:),(inf{),(  
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⇐=≤ΒΑ 0),(),( 00 xxdd (0),(0   و���,( ≥ΒΑ⇐=ΒΑ dd  

  )4 (  
     !�	 أن 

),(),(),(),( pqdqpdqdpd =⇐Α≥Α
  

  
 !�	 أن 

),(}:),(inf{),( xpdxxpdpd ≤Α∈=Α
       

 ��� Α∈x  ⇐Α−≤Α−Α ),(),(),(),( qdxppqdpd ��� Α∈x    
)2(),(),(),(),( LΑ−≤Α−Α qdxpdqdpd  

}:),(inf{),( Α∈=Α yyqdqd !�	 أن   
ε−≥Α ),(),( yqdqd j >��!  Α∈yن   �5�� 0>ε  ���  ⇐  

⇐+−≤Α−⇐ ε),(),( yqdqd  
  

 
  !�	 أن 

),(),(),(),(),(),(),(),(),( qydqpdypdqpdyqdypdqpdqdpd +≤⇐≤−⇐+≤Α−Α ε  

 ��� 0>ε   ⇐≤Α−Α ),(),(),( qpdqdpd             

)5 ( ����Χ∈p  
⇐∋Β⊂Α⇐Β∈⊂Α     !�	 أن  }:),({}:),({ xxpdxxpd   

  }:),(inf{}:),(inf{ Β∈≥Α∈ xxpdxxpd  
⇐Β≥Α ),(),( pdpd  
  
  

 "/
G�  
),(0إذا آ	ن  )1( =Αpd ن���Ap 2%�` �� ا�8�وري أن  ∈  
),(0إذا آ	ن  )2( =ΒΑd ن���  وا���	ل ا��	�: ��bc ذ�φ≠Β∩ΑZ 2%�` �� ا�8�وري أن 

  
  )11(�;�ل 

 ����),( udR دي	��
  82	ء ���ي ا

),(إذا آ	�(  )1( ba=Α ن	0 2),( =Αbd وان Α∉b  
]1,0,()2,1[إذا آ	�( )2( =Β=Α ن	20),( =ΒΑd وان φ=Β∩Α 

    ,�
  -:ا

Α∈∀≤Α∈=Α
Α−Α=Α−Α

≥Α−Α

xxpdxxpdpd

qdpdqdpd

qdpd

),(}:),(inf{),(

)1(),(),(),(),(

0),(),(

L

)3(),(),(),(),(

),(),(),(),(

Lε
ε

+−≤Α−Α
+−≤Α−

yqdypdqdpd

yqdypdqdypd
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)           1(  
),(0                    �9�ض    ≠Αbd  

),(0          !�	 أن  ≥Αbd   ⇐   0),( >Αpd   ⇐ س���

	��G ار AH?    , د�
 �5��

 A5�� b��Gn  >��! ),(
1 Α< pd
n

  

),(}inf),(:{!�	 أن  Α∈=Α xxpdpd  ⇐   ),(),( xbdpd ≤Α ���  Α∈x ⇐  ),(
1

xbd
n

≤   

 ���Α∈x  
xbxbdو���     ),(  Dن  ),(=− udR دي	��
    82	ء ���ي ا

⇐    xb
n

−≤1  ���  Α∈x  ⇐   
n

bx
1−< ���  Α∈x  

⇐    Α∈−
n

b
D  bن    1

n
bx <−< 1  

⇐     
nn

bb
n

1
)

1
(

1 <−−<UV	<� اS.   وه�	ه� و!�)�2(��� (  

  
8��'9)12(  

���� Χ و���� ���	
 ��� �
���� Rاد ا��������
��	ل 
� ا��ا��  .  ����  ����
� ا�
Rd →Χ×Χ: �����  N(g  دا�� 	�� ! )Pseudo-Metric function ( $%
Χ���� ت  إذا	���) ا��(

  : ا&���
)1 (0),( ≥yxd ��� Xyx ∈,  
)2 (0),( =xxd ���  Xx ∈  
)3 (),(),( xydyxd = ��� Xyx ∈,  
)4 (),(),(),( yzdzxdyxd +≤ ���Xzyx  )ا���%���ا����ا��5  (,,∋

 ��
%$ ا�����
� dا��ا�� ا���� Χن	إذا آ ��),(0 ���ن ��� ≠yxd ��� yx ≠ . N(g ء	ا�89
),(ه� ا��>	;: ) Pseudo-Metric Space(ا����ي  dΧ >�? Χ ، ���	
 ��� �
����d  N(g دا�� 

 $%
 �����Χ . A��� ف�CΧ �� D�! ),( dΧس	م و�5د ا��)�
 ��	? :2  .  

  
  )13(�@�ه2"

����      ),( dΧي��� N(g ء	82 . �VYJف ا��J�~$%
X :��	آ :  
yx ),(0إذا و1�2 إذا آ	ن  ~ =yxd  

)1( ~$%
 l2	�� �VY
   X ���ن 
���� TG ا���	l2 إ�$ x][إذا آ	ن ) 2( x)�	وآ }:]{[ XxxA   ، 2	ن ا��ا��=∋

  RAAd →×∗ :     
     �P�Q�	! �2�Jا�� : ),(])[],([ yxdyxd =∗  $%
 ��),(، أي إن ���Aن ��� ∗dA	�    82	ء ���
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  :ا�)�ه	ن
)         1 (  

),(0!�	 أن               =xxd ���Xxxx ∈⇐~ ��%
   ا��J	��C ~و
 ����     yxyxd ~0),( ~),(0),(),( و��� =⇐ xydyxdxydxy =⇐=⇐  

��%
  . ��>	m�ة~و
 ����    zyyxzydyxd ~,~0),(,0),( ⇐==   
),(0),(),(),(!�	 أن   zydyxdzxdzxd +≤⇐≤  

~),(0),(0و���  ≥⇐=⇐ zxdzxdzx��%
��~ و�J�� .  

%$~وهSا �J>: أن  l2	�� �VY
 X  

  
)      2 (  

],[][            إذا آ	ن   ybxa ybxabydaxd 2	ن ∋∋ ~,~0),(,0),( ⇐==   
),(),(0),(),(),(),(          !�	 أن  bydaxdbadyxdbadyxd +≤−⇐≤−   

 ��%Kأن ا����� ا�� 	!��ن  ��	2 �(�	C 0),(),( =− badyxd  

⇐=−⇐= 0),(),(),(),( badyxdbadyxd ��%
�9	 <H?	d∗ و�J� �2�J� .  
),(0   !�	 أن   ≥yxd��� Xyxyxd ∈⇐≥∗ ,0])[],([ ���  Ayx ∈][],[  

 ����   Xyx ∈,  
][][~0),(0])[],([ yxyxyxdyxd =⇔⇔=⇔=∗  

  
 ����Xyx ∈,  

])[],([),(),(])[],([ yxdxydyxdyxd ∗∗ ===  
  

 ����Xzyx ∈,,  
])[],([])[],([),(),(),(])[],([ yzdzxdyzdzxdyxdyxd ∗∗∗ +=+≤=  

��%
),(و ∗dA	�   . 82	ء ���
  

  )14(�;�ل
  ����      Xآ� �
���� ����  ��%Pة ا���ا��9 $%
 وا��	!%� �%��	�� ا����	�: ]1,0[ ا��وال ا������� 


�ف ا��ا�� . 
%$ �%Z ا��9�ةRXXd   :!	�[�� ا��:  :×→

                                                            ∫ −=
1

0
)()(),( dxxgxfgfd  

 ���        Xgf 
%$d، 2	ن ,∋ ����� )Hو�� ����� N(g دا�� X.  
  :ا���

��	ت ا&����  :          ا�O�Cام 
�اص ا���	�� ا����	�: �)�ه� ا�)�
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)1(  

 ����     Xgfxgxfdxxgxfgfd ∈⇐>−⇐>−= ∫ ,0)()(0)()(),(
1

0
    

)2(  
 ����    Xf ∈  

∫ ∫ ==−=
1

0

1

0
00)()(),( dxdxxfxfffd    

)3(  
 ����    Xgf ∈,  

∫ ∫ =−=−=
1

0

1

0
),()()()()(),( fgddxxfxgdxxgxfgfd    

)4(  
 ����    Xhgf ∈,,  

),(),(

)()()()())()()()((

)()()()()()(),(

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

ghdhfd

dxxgxhdxxhxfdxxgxhxhxf

dxxgxhxhxfdxxgxfgfd

+=

−+−=−+−≤

−+−=−=

∫∫∫

∫∫

   

⇐dأن $%
��، !�: أن �)�ه� ��� N(g دا�� d����� )H�� دا��  .  
 �Rgf�J�ف ا��ا���   :    !	�[�� ا��:,:]1,0[→





≤<
=

=




≤<
=

=
10,0

0,1
)(,

10,0

0,2
)(

x

x
xg

x

x
xf   





≤<
=

=−
10,0

0,1
)()(

x

x
xgxf  

  

∫ ⇐=−=
1

0
0)()(),( dxxgxfgfd و���  gf ≠ .  

  
   �6�Space Productء 
�H, ا
�6ب   

YX  ���� آ� ��  ��	ر�: ,�oب ا��ا�8 �
���� )Cartesian Product (  ���
�o���%�XY ,    

a���	! N� a���YX    و�J�ف آ	&�: ×

                                                      ( ){ }YyXxyxYX ∈∈=× ,:,  

XYYX    �� ا��اbc أن   YX وآ Z�S�d?Y ا�N إذا آ	�( آ� �� ×≠× × ���	
 ��� �
���� 

2YX	ن × 	8�
	��� أ ��� .  
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  )15(�;�ل 

  �oo� �ooن آ	ooإذا آ      ( ) ( )21 ,,, dYdX   ن	oo2 	ًoo�) 8oo2	ء ��� )dYX ,×   >oo�? 	ًoo����ooن 8oo2	ء  ��� 

{ }),(),,(max)),(),,(( 2122112211 yydxxdyxyxd = ��� YXyxyx ×∈),(),,( 2211  

,�
   :ا

   ) 1   ( ����( ) ( ) YXyxyxyydxxd ×∈⇐≥≥ 2211212211 ,,,0),(,0),(  

        { } ⇐≥=⇐≥ 0),(),,(max0)),(),,(( 2122112211 yydxxdyxyxd  

)   2(  ���� ( ) ( ) YXyxyx ×∈2211 ,,,  

{ }
),(),(,

0),(,0),(0),(),,(max0)),(),,((

22112121

2122112122112211

yxyxyyxx

yydxxdyydxxdyxyxd

=⇔==⇔
==⇔=⇔=

                  
)3     ( ����( ) ( ) YXyxyx ×∈2211 ,,,  

{ } { } )),(),,((),(),,(max),(),,(max)),(),,(( 11222112122122112211 yxyxdyydxxdyydxxdyxyxd ===
  
)4    ( ����( ) ( ) YXyxyxyx ×∈),(,,,, 332211 

{ } { }
)),(),,(()),(),,(()},(),,(max{)},(),,(max{

),(),(),,(),(max),(),,(max)),(),,((

232333311232231312311

2323122313112122112211

yxyxdyxyxdyydxxdyydxxd

yydyydxxdxxdyydxxdyxyxd

+=+≤
++≤=

     

     "���!�I�67ءات ا
  Euclidean Spacesا

 8��'9)16 (  
 ����         n 	(5�� 	���G دا�
  . ���),......,(ا����	!�J ا��>� 1 nxx �� ��ا����n اد�
 �� ا�

 $�H� ا�������nآ�ت  �� ا��	()n-tuples . ( 	ه�G	<
��	ل �%����
� ا��: n ت	آ)�ا�� �� 
  و
%�nR Nو���! N� a	���Euclidean n-spaces ( a(!	�89	ء ا�>��: اVD%��ي 

},.......,2,1,:),.....,,{( 21 niRxxxxR in
n =∈=   

:2 �Q<

%$ .  nR���K  2: ا�89	ء nRو��H$ آ�  :C	ب ا����وا�8 iف ا����J�nR �P�Q�	!  
),.....,(),....,(,,......,(),....,(),....,( 111111 nnnnnn xxxxyxyxyyxx λλλ =++=+  

���n
nn Ryyyxxx ∈== ),,(),,,( 11 LL و��� R∈λ  

  
����%VDءات ا	ا�89 $%
 ����%: !UJ ا���%� ا�� 	��2.  
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  )17(�;�ل
RRRd            ���� ا��ا��  nn →×: �P�Q�	! �2�J�   

                                                                      ( ) ( ) 2

1

1

2, 






 −= ∑
=

n

i
ii yxyxd  

 ���( ) ( ) n
nn Ryyyxxx ∈== ,...,,,..., 
%$ d 2 ن 11 ��   .���nRن دا�� ���

,�
  -:ا
)1(  

              ���� ( ) ( ) n
nn Ryxyxxx ∈== ,...,,,..., 11       

             ⇐∈− Ryx ii    ���   ni ,...,2,1=  

             ( ) ⇐≥− 02
ii yx      ���     ni ,...2,1=  

    ( ) ⇐≥ 0, yxd  
)2(  

 

( ) ( ) ( )

( )
yxniyx

niyxniyx

yxyxyxd

ii

iiii

n

i
ii

n

i
ii

=⇔=∀=⇔
=∀=−⇔=∀=−⇔

=−⇔=






 −⇔= ∑∑
==

,...2,1

,...2,10,...2,10

00.0,

2

1

22

1

1

2

  

  
)3(  

 ����     ( ) ( ) n
nn Ryxyxxx ∈== ,...,,,..., 11  

( ) ( ) ( ) ( )xydxyyxyxd
n

i
ii

n

i
ii ,,

2

1

1

22

1

1

2 =






 −=






 −= ∑∑
==

  

  
) 4(  

 ����   ( ) ( ) n
nnn Rzzzyxyxxx ∈=== ),,(,,...,,,..., 111 L  

        i8�iiiii yzzx −=−= βα ,  
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