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  Metric topologiesا
  

 6��'7)1(  
 ����     ( )d,Χ ،�ً	
���� .  ��د ����� ����r و���� Χ∈0x ���ءً ����  ا�
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�" آ
ة ������ #$)Open Ball ( ��Χ "�
آ'ة ا��
ة و0x و	#� r '�

 ا��
ة و	() *+, 

'�
��- �.�( )0xrβ /�0و�    
                                           ( ) ( ){ }rxxdxxr <Χ∈= 00 ,:β  

 ��01�
�' rو,+* ()
ه� 0xا��� �
آ'ه� ا�Closed Ball (�(�2(وا��
ة ا���- �.� '�
	 

( )0xrβ �1�+��- ف
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XA ���ء �� ���� ������ A	��ل �� . ⊇�� �.,D- )Open Set (

 ��X 6  إذا  آ�ن��Ax ∈ ���	 0>r أن Q�:-  ( ) Α⊂Β xr . ����� $��ن �G5-Aرة أ=
ى ا�

ط ا 0>r �$E	��� Α∈x������  إذا  آ�ن ��6 Vا� W�:	  :  
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  ) 7(��5ه2" 
            �� أي ���ء ��
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���� ������ آ6 ) 1(�  آ
ة ������ $��ن �
)2 (��01� �����  آ6 آ
ة ���01 $��ن �

  ا
�5ه�ن 
 ����        ( )d,Χ ي و����
<∋���Χء �� 00 x،r  

)  1(  

ه� G, أن ��	     ( )0xrΒ ������ ������   

 ����( ) ( ) ( )000 ,0, xxrxxdxxdr rΒ∈⇐<⇐>−−  
 F�,( )011 ,0 xxdrrr 
ه� .   <⇐=−G, أن ��	( ) ( )01

xx rr Β⊆Β  

 ����( ) ( ) ( ) ( )xyrxydxxdrxyd r110 .,, Β∈⇐<⇐−<⇐  
                                                           ( ) ( ) rxxdxyd <+ 0,,  

�� أن -( ) ( ) ( ) ( ) ( )0000 ,,,, xxdxydxydrxydxy r +≤⇐<⇐Β∈  
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)2 (  


هG, أن ��	       �( )0xrΒ��01� ������  .  ����( )( )c

r x0Β=Α  
�� أن  -( ) ( ){ }rxxdxxr ≤Χ∈=Β 00 ,: ( ){ } ⇐>Χ∈=Α rxxdx 0,:  

 ����( ) Α∈⇐> xrxxd 0, .  F�,( ) rxxdrr −=⇐> 022 ,0  


ه�  G, أن ��	( ) Α⊂Β xr2
.  

 ���� ( ) ( ) ( ) ( )xyrxydrxxdxyd r220 ,,, Β∈⇐<⇐−<  
( ) ( ) ⇐>− rxydxxd ,, 0  
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2
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  )9(��5ه2"
 ����          ( )d,Χ ���و� �	
���� ���Χ⊆Αء ���� $��ن ������ إذا و��Z إذا آ�,��Α Yن ا�

Α ������ ات
  .$#�وي ا$:�د آ
   - :ا
�5ه�ن

 Y,إذا آ�           φ=Α  ه�ن
G.� ا��2	  . Y,أ�� إذا آ�φ≠Α  

ض �,Α �� ������ ������ Χ  

  ⇐ 6�� Α∈x ���	  0>xr  أن Q�:- ( ) Α⊆Β x
xr  

   ⇐         ( ) ( )UU
Α∈Α∈

Α⊂Β⊆Α⇐Β=Α⇐Α
x

r
x

r xx
xx

   $#�وي ا$:�د آ
ات ������ 

B�5آ�
ض أن : ا>$��M ا��,Α ������ ات
   $#�وي ا$:�د آ
 ������ ������� أن آ6 آ
ة ������ $��ن �-⇐Α /�0و� �����ت ������ Α $#�وي ا$:�د �

 ������ ������.  
  

  )10(�:�ل

 $��ن ������ و���01 H5G� ي
���� �'[�� �� ���ء ���
ه� �0" أن آ6 �-       .  

,�
  - :ا
 ����        ( )d,Χ ���و� 
H5G� ي
XA ���ء �� ⊆  

 Y,إذا آ�φ=Α  ه�ن
G.� ا��2	  . Y,أ�� إذا آ�φ≠Α . ض
�,Ax ∈  

 @=D,
2

1=r   

      ( ) AxxyXyxydXyxydXyxr ⊂==∈==∈=<∈=Β }{}:{}0),(:{}
2

1
),(:{  

⇐A������ ������   
����        XBXBB cc ⊆⇐⊆⇐������ ������  �� X   

⇐B ��01� ������  �� X  
  

  )11(��5ه2" 
        ����  ),( dΧ �ً	
   ���ء ��
���� ������ �� φ,Xآ6 �� ) 1(�� X     

)2 ( Y,إذا آ�nAAA ,,, 21 L �� ������ ت�����X ن^� i

n

i
A

1=
I�����   $��ن �

������      X. 
)3 ( Y,إذا آ�λA 6��،Λ∈λ ��  ������ ������ X ن�� λ

λ
A

Λ∈
U ن��$   

 �� ������ ������     X .  
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ه�نGا� :  
)           1(  


ض أن  �,             φ�� 
�> ������  ����⇐ ���	 φ∈xQ�:-φβ ⊆)(xr6��  0>r . وه@ا
��� >ن � 
�>φ
���� ������φ⇐. >$:��ي ��2� "0_��   

�� أن  -              Xxr ⊆)(β  6��XxrX ∈>⇐ ,0������ ������  .  
)         2(  

nΑΑΑ             ���� آ6 ��   ,...,, 21 �� ������ ������ X .    و����I
n

i
ix

1=

Α∈  

⇐Α∈ ix  6�� ni ,...,2,1=   
�� أن -iΑ �� ������ ������ X  6�� ni ,...,2,1=  

⇐ ���	 0>ir 6�� ni ) -:�Q أن =2,1,..., ) ir x
i

Α⊂Β  6�� ni ,...,2,1=  

 F�,( ) { }nrr rrrrxx
i

,...,,min)( 21=⇐⊂Β β  6��  ni ,...,2,1=  

( ) ir

n

i
ir

n

i
i Axx ⊂⇐Α⊂Β⇐Α

==

)(
11

βII �� ������ ������  X  

)3(  
 ����    λΑ �� ������ ������  X 6�� ∧∈λ و���� U

∧∈

Α∈
λ

λx  

⇐Α∈ λx  `�) a5G� ∧∈λ  
�� أن -λΑ �� ������ ������ X⇐  ���	 0>r  أن Q�:- ( ) λΑ⊂Β xr  

( ) ⇐Α⊂Β⇐Α
∧∈∧∈
UU
λ

λ
λ

λ xr �� ������ ������  X.  

  
 "/
8�  

����ت ��      �� أي ���ء ��
ي ��B �� ا��
وري أن 	��ن $��Fb أي ��د <�
 �2�.� �� ا�
������ ������ ������  .  ذ�?وا���Hل ا����� 	�cd. ا�

  
  )12(�:�ل

����       ( )udR,���دي  و����ي ا�
( ���ء ��
1

,
1

(
nn

An −= 6�� +∈ Zn أن e�;, nA 

 6�� ������ ������+∈ Zn وان I
∞

=

=
1

}0{
n

nA������ 
�> ������.   

  
  )13(ه2" ��5

 ����      ),( dΧ �ً	
   ���ء ��
���� �φ,X ��  ��01آ6 �� ) 1(�� X     



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)2 ( Y,إذا آ�nAAA ,,, 21 L �� ��01� ت�����X ن^� U
n

i
iA

1=

 �����   $��ن �

��01�    X. 
)3 (Y,إذا آ�λA 6��،Λ∈λ��  ��01� ������ X ن�� λ

λ
AI

Λ∈
   $��ن 

�� ��01� ������     X . 
  


ه�نGا� :  
)           1(  

�� أن -                Xc =φ وان ، X �� ������ ������ X  ⇐cφ �� ������ ������ 
X  ⇐  φ ��  ��01� ������ X  

�� أن -               φ=cX وان ، φ �� ������ ������ X  ⇐cX �� ������ ������ X  
⇐  X ��  ��01� ������ X  
  

)      2(  
nΑΑΑ            ���� آ6 ��   ,...,, 21 ������  ��  ��01�X .   

         ⇐Α c
i �� ������ ������ X  6�� ni ,...,2,1=   

         ⇐Α
=
I

n

i

c
i

1

 �� ������ ������  X  

        ⇐=Α
==
UI

n

i
n

c
n

i

c
i A

11

)( ��  ��01� ������  X  

  
) 3(  

 ����      λΑ ��  ��01� ������  X 6�� ∧∈λ و����      U
∧∈

Α∈
λ

λx  

     ⇐Α c
λ �� ������ ������ X  `�)  6�� ∧∈λ  

    ⇐
Λ∈
U
λ

λ
cA �� ������ ������  X  

    ⇐=
∈Λ∈
IU
λ

λ
λ

λ AA cc )( ��  ��01� ������  X  

  
 "/
8�  

����ت ��      �� أي ���ء ��
ي ��B �� ا��
وري أن 	��ن ا$:�د أي ��د <�
 �2�.� �� ا�
��01� ������ ��01�  . وا���Hل ا����� 	�cd ذ�?. ا�

  
  
  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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  )14(�:�ل

����      ( )udR,���دي  و����ي ا�
,1( ���ء ��
1

[
n

An = 6�� +∈ Zn أن e�;, nA ������ 

 6�� ��01�+∈ Zn 1,0[ وان(
1

=
∞

=
U
n

nA��01� 
�> ������.   

  )15(��5ه2" 
)ي ���ء ��
ي    �� أ )d,Χ .�� $��ن�2� ��������� أ��د	� ���01 و��0/ آ6 �� $��ن آ6 �
 ��01�.  

  - :ا
�5ه�ن
 ����         Α �	أ��د �����
ض .  ��,{ }a=Α . ه�
G, أن ��	Α ��01�.  

                                   
 ����cAxaxxad ∈⇐≠⇐> 0),(   
 F�,),(0 xadrr =⇐>  

�� أن - rxadxBaAxBAxBA rr
c

r
c ≥⇐∉⇐=∩⇐⊂⇐ ),()()()( φ ������ ������ 

⇐A ��01� ������ . 
���� �2�.�� $��ن ���01 �
ه� آ6 �G, نEا . ����B �� ��.�2� ��]'� ������X Y,إذا آ�

φ=B Y,ه�ن ، أ�� إذا آ�
G.� ا��2	φ≠B ض
�, ،{ }nbbB �� أن =1,...,- { }ib 6�� ��01�

{ } nibB
n

i
i ,...,2,1

1

=⇐=
=
U �� ��01� ������ X. 

  
 (16)��5ه2" 

 ����         ),( dX ، �ً	
���Xxءً �� XA و���� 0∋ ⊂  
)1 (Axo ′∈ �$Rط ا
Vا� W�:$ إذا Zإذا و��:-  

  A $:��ي �0" ��د <�
 �2�/ �� ,��ط 6��ox آ
ة ������ �
آ'ه� 
)2 ( ������  φ=′A �2�.�� ��ن Aإذا آ�,Y ا�
)3 (0),( =Axd o Y,إذا آ� Zإذا و�� Axo Axo أو ∋ ′∈  
)4 ({ }0),(: =∈= AxdXxA  
  

  : ا
�5ه�ن
)1(  W�:�� ط
Vض ا�
�,⇐ 6��0〉r ن�� )(xBr, �� �.�2� 
��ط  $:��ي �0" ��د <�

AAx ⇐′∈)*	
  ) �#� ا��5
Aآ�'�
  اB�>7C ا

 a)�2�ا� ��	

ه� -)G2g . ���	 ض
�,0〉r أن Q�:- )(xBr .� �� ,��ط�ي �0" ��د �2��:$ 
A �� *0�h$ ��وا� x ا���2ط ه� M@ه ���1 و�,..., xxn أي أن { }nxx ,...,1=)(xBr∩A 



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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 F�,{ }nixxdrr i ,...,2,1:),(min0 11 ==⇐> �� ��.�2� ������� 
1_Rا 
 R,/ ا�25+

 �G���)(⇐ا��Rاد ا�
1

xBr ي أي ,�)� �� ,��ط��:$<A �� *0�h$ xAx  وه@ا ∌′⇐

a)�2$ 
)2( 
  

ض  )3(�,0),( =Axd o ���و� Axo �� أن ∌- { } 0:),(inf),( =∈= AxxxdAxd oo ���� 

V �(�2ار إ�" ا��� ox⇐ ���	 0>r أن Q�:- VxB or ⊂)( *	
5$ �#�(inf)      ���	   
Ayo Q�:- rAxdyxd أن ∋ ooo +〈 
ه�2 ),()(G� (  .6.1) 

�� أن -0),(),()( =⇐〈⇐∈⇐∩∈ AxdryxdxByVAy ooooroo ان ��-
{ }( ) AxxVAAx ooo ∉⇐≠∩⇐′∈ φ\ 

  
B�5آ�  ا>$��M ا�

ض إن �,     Axo Axo أو ∋ ′∈ Y,إذا آ� AxAxd oo ∈⇐),(   

 Y,أ�� إذا آ�Axo Axo أو ∌ } ��ن X إ�" V ��6 ��ار ⇐∋′ }( ) φ=∩⇐ xVA \ 6�� 

0〉r ن�� ( ) φ≠∩⇐ oor xxBA \)( 6�� 0〉r ���	 Axo  -:�Q أن ∋
{ } rxxdAxxxdAxd ooo 〈≤⇐=∈⇐= ),(00:),(inf0),(  

)4(  ��AAAAxأن - ),(0 إذا و��Z إذا آ�ن ∋⇐=∪′ =Axd)  �#�3(  
{ }⇐=∈= 0),(: AxdXxA  

  
  

 6��'7)17(  
   ����),( dX ���و�  �	
XA ���ء �� Ax	��ل �� ا��2)� . ⊇  -D,.� ,�)� دا=��0 ∋

(Interior point) �� A ������ �����Q�:- AGx أن G �� X إذا و��ت � ، -�G5رة ∋⊃
Q�:- Axr أن r<0أ=
ى إذا و��  ⊆)(β . �� ��0=آ6 ا���2ط ا��ا ������A "�#$ 

���) Interior(دا=6��
�' (�A ا���- �.� '�
   أي أن int(A( أو oA و	
})(0:{ AxwithrAxA r ⊆>∃∈= βo 

AAو��0/  ⊂o .i�2�#, ة
j�G� *	
  و�� ا��5
)1 (oA �� ������ ������ X.  
) 2 ( �� ������ ������X إذا آ�ن Zإذا و�� AA =o.  
) 3 (000 )( AA =.  

) 4 (oA �� ����������ت ا���  ، أي أن A وا��:��اة �� X $#�وي ا$:�د ���F ا�

 oA      و��0/ Gن اآ��$  �� ������ ������X �� اة��و�: A.  

  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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  )18(�:�ل
    ����)dX ���XAء ��
ي ����g? و���� ) ,   .0Aا�#� . ⊇

,�
  ا
�� أن   -),dX ( ?g��=⇐���ء ��
ي �� 0),( yxd  6�� Xyx ∈,  





=
≠

=
XAX

XA
A

,

,φ
o 

  )19(�:�ل 
   ����),( dX ���و� 
H5G� ي
XA ���ء ��   .0Aا�#� . ⊇

  ا�:6

�� أن  -),( dX 
H5G� ي
���� ������ �� A⇐ ���ء ���� X /�0و� AA =o.  
  

  )20(�:�ل
����      ),( udR ي ���ء
RA ا����دي و���� �� ⊆ .  

)1(  Y,إذا آ�),( baA ),( ��ن = baA =o 

)2(  Y,إذا آ�],( baA ),( ��ن = baA =o  

)3(  Y,إذا آ�),[ baA ),( ��ن = baA =o  

)4(  Y,إذا آ�],[ baA ),( ��ن = baA =o  

)5(  Y,إذا آ�},{],[ dcbaA ),( ��ن =∪ baA =o   

)6(  Y,إذا آ�A .�� ��ن�2� φ=oA 

)7(  Y,إذا آ�NA ���� ا��Rاد ا�)φ=oA Q�� N��5�G ��ن =�� 6H�$ .  

)8(  Y,إذا آ�ZA ���� ا��Rاد ا�+:�:�φ=oA Q�� Z ��ن =�� 6H�$ .  

)9(  Y,إذا آ�QA �φ=oA Q�� ِQH ��ن =$ ��G#2اد ا���Rا ������ 6  

)10 ( Y,إذا آ�}:
1

{ Nn
n

A   φ=oA ��ن =∋

 
  )21(��5ه2" 

  ����),( dX و���� �	
XBA ���ء �� ⊆,  

)1(  Y,إذا آ�BA oo ��ن ⊇ BA ⊆  

)2( ooo BABA ∩=∩ )( 

)3( ooo BABA ∪⊃∪ )(  
  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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  ا
�5ه�ن
)      1(  

 ����           oAx∈⇐ ���$ 0>r أن Q�:- Axr ⊆)(β  
�� أن -          BABxBxBA r ⊆⇐⊆⇐∈⇐⊂ )(βooo  

)2 (  
�� أن -       ABABBA ⊂∩⊂∩ ,  

       ⇐⊂∩⊂∩⇐∩⊂∩ ooooooo ABABBABABA )(,)()(    

 
=Rا M��
ض : ا>$�,oooo BAxAxBx ∩∈⇐∈∈ ,  
 ⇐ ���$ 0,0 21 >> rr أن Q�:- BxAx rr ⊆⊆ )(,)(

21
ββ  

  F�, },min{ 21 rrr =  
⇐⊆⊆⇐∩⊆ BxAxBAx rrr )(,)()( βββ  

 ⇐∩∈⇐∩⊂∩ oooo )()( BAxBABA /�0و� ooo BABA ∩=∩ )(  
)3(  

�� أن -    BAABAB ∪⊂∪⊂ ,  

⇐∪⊂∪⊂ oooo )(,)( BAABAB  

⇐∪⊂∪ ooo )( BABA  
  
  "/
8�  


وري أن 	��ن      ���- B��     ( ) ooo BABA   . وا���Hل ا �$R	�cd ذ�? ∪=∪
 ����( )udR, ���و� �	د���ا�  �	
] ���ء �� ] [ ]1,0,2,1 == ABأن e�;,   

( ) ( )1,0,2,11,11 ==⇐∉∉⇐∪∉ oooooo ABABBA  
) و���  ) ( ) [ ]2,02,0 =∪⇐=∪ BABA o وان ( )oBA ) و��0/  1∋∪ ) ooo BABA ∪≠∪ 

  
  
  6��'7)22(  

 ����),( τX ء��� �	
XA و���� �� Xx	��ل �� ا��2)� . ⊇ ∈ ��_;� �(�, �.,D- )Adherent 

Point ( (أو ,�)� ا,1;قClosure Point  ( (أو ,�)� ا$+�لContact point ( ������ Aإ�" ا�
 Ay	���  r<0إذا آ�ن ��6 Q�:- ryxd أن  ∋ ���� ا��� ,�_
ه� ���F ,��ط . ),(>��ا�

 �������" ا,1;ق Aا>,1;ق �0#$ )Closure ( ������
�' Aا���- �.� '�
  A و	
  }),(,0:{ ryxdAyrXxA <∋∈∃>∀∈=  

AAو��0/  ⊂ .i�2�#, ة
j�G� *	
  .و�� ا��5
)1 (A �� ��01� ������ X.  
)2(A إذا آ�ن Z��01 إذا و��� ������ AA =.  
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