
  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)3 (AA =  
)4 (A�������F ا�� Fb��$ ��01 ��  $#�وي�  ، أي أن A وا��� $:��ي ��X "0ت ا�

} F  �) ��01� ������ X   Q�:-  FAXFA ⊂⊆∩= :{  
���� �A �� ��01و��0/ �� 
  .Aو$:��ي �X "0 $��ن ا_1

  
  )23(�:�ل 

   ����),( dX ���و� ��g����  �	
XA ���ء ��   .Aا�#� . ⊇
,�
  ا

�� أن  -    ),( dX ��g����  �	
=⇐ ���ء �� 0),( yxd 6��  Xyx    ��ن ,∋





≠
=

=
φ
φφ

AX

A
A 

  
  )24(�:�ل

 ����       ),( dX ���ا و�
H5G� �	
XA ���ء ��   .Aا�#� . ⊇
,�
  ا

�� أن  -   ),( dX  
H5G� �	
=⇐ �A ��01⇐ ���ء �� AA.  
  

  )25(�:�ل
   ����),( udR ���و� �	د���ا� �-
RA ���ء �� ⊆  

)1(  Y,إذا آ�),( baA ],[ ��ن = baA =  
)2(  Y,إذا آ�],( baA ],[ ��ن = baA =  
)3(  Y,إذا آ�),[ baA ],[ ��ن = baA =  
)4(  Y,إذا آ�],[ baA ],[ ��ن = baA =  
)5(  Y,إذا آ�NA NA ��ن = = Q�� N��5�G(اد ا���Rا ������ .  
)6(  Y,إذا آ�ZA ZA ��ن = = Q�� Z�:�:+اد ا���Rا ������ .  
)7( Y,إذا آ� QA ���� ا��Rاد ا�ℜ=A Q�� ِQ��G#2 ��ن =��   

)8(  Y,إذا آ�}:
1

{ Nn
n

A =∪}0{ ��ن =∋ AA  

)9( ,...}
4

5
,

3

4
,

2

3
,2{=A ن�� }1{∪= AA. 

  
  )26(��5ه2" 
   ����),( dX�	
XBAو����   ���ء �� ⊆, .  

)1(  Y,إذا آ�BA BA ��ن  ⊃ ⊂ .  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)2( BABA ∩⊂∩ )(  
)3( BABA ∪⊂∪ )(  

   ا
�5ه�ن
)1(  

 ����    Ax ∈⇐6�� 0>r  ���	 Ay Q�:- ryxd أن  ∋ <),(   
�� أن  -  BABy ⊂⇐∈⇐6�� 0>r  ���	 Ay Q�:- ryxd أن  ∋ <),(  

 ⇐∈ Bx /�0و� BA ⊂. 

=s ه�ن
-  

�� ن -BABBBA ⊂⊂⇐⊂ ,  
B "0� ي����01 و$:� ������ A.   

���� ���01 $:��ي �A "0و��� �� 
  A ا_1
⇐⊂ BA.  

)2(  
�� أن -     ABABBA ⊂∩⊂∩ , 

     ⇐⊂∩⊂∩ ABABBA ,    
     ⇐∩⊂∩ BABA        

)3(  
�� أن -    BAABAB ∪⊂∪⊂ , 

  
 ⇐∪⊂∪⊂ BAABAB ,  
 ⇐∪⊂∪ )( BABA 

����� ��BA, ��01 أن آ6 ��  -�� ⇐∪ BA��01� ������   
AABBBABAوآ@�? -�� أن  ⊂⊂⇐∪⊂∪ ,  

⇐∪ BA "0� ي����01 و$:� ������ BA ∪  
)و���  )BA ���� ���01 و$:��ي �0" ∪�� 
BA أ_1 ∪  

( ) BABA ) و��0/ ∪⊃∪ ) BABA ∪=∪  
  

8
/ـــــ"�  
B��            BABA �� ا��
وري أن 	��ن     وا���Hل ا �$R	�cd ذ�? ∩=∩

        
  

 ����),( udR ���و�  �	د���ا�  �	
)1,0,()2,1( ���ء �� == BA  

{ } [ ] [ ] ⇐==⇐=∩ 1,0,2,11 ABBA   
φφو���     =∩⇐=∩ BABA/�0و�   BABA ∩≠∩  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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 6��'7)27(  

 ����      ( )τ,X و����  �	
XBA ���ء �� ⊆, . ��������  ) D- )Dense,.� آ�H�� A	��ل �� ا�
B إذا آ�نAB ���� و-+�رة =�_� 	. ⊃��أو $#�" أ���,� ( D- X,.� آ�H�� �� ��Aل �� ا�

Every Where Dense (  Y,إذا آ�XA =.   
  

 6��'7)28(  
 ����        ),( τX ���و�  �	
XA ���ء �� ⊆ .  ������
ة  -� �.,D�A2	��ل �� ا�t�

)Nowhere Dense) ( �0h0h� ������ "�) إذا آ�ن Rare set  ( ��Xأو $# ) φ=
o

A .  �� ل��	
 ���������� واهA �0�:, �.,D- )Meager) ( �2ا�� Aإذا آ�,First Category set  ( Yأو �


ة ��$#�وي ا$:�د ��[�0 (t�2������ت ا����G5- ،ιAAرة أ=
ى إذا آ�,X Y �-�0 ��50 �� ا� ∪= 
 Q��{ }ιA �� ة
t�2������ت ا������� .X ��[�0 (�-�0 ��50 �� ا���
 Aو	��ل �� ا��> �.,D- 
 �0�:, )Non meager ) (  �2��� �����  . واه2ـــ� Aإذا �` $�� ) Second Category setأو �

  
  )29(�:�ل 

 ����       ( )udR,  ���دي و����ي ا�
 ���ء ��






 ∈= Nn

n
A :

   ,;�e �0" أن 1

( ) { }0∪=⇐=⇐ AAAA φ
o


ة t�2�� .  

          
6��'7)30 (  
 ����   ( )dX XA و���� ��
	� ���ء , Xx	��ل �� ا��2)�  .⊇ ∈ �	�> �(�, �.,D- )Limit 

point ( أو) `اآ
$ �(�,Aecumulation point ( أو) ��_;� �(�,Cluster point ( "إ�
 ������   Ay	���r<0 إذا آ�ن ��A 6ا� Q�:- xy أن ∋ ryxd  و ≠ ���� آ6 .),(>�� 

 �������V��� A,��ط ا��1	� إ�" ا�- "�#$)Derived ( ������
�' Aا���- �.� '�
  .′A و	
   }),(,,0:{ ryxdxyAyrXxA <≠∋∈∃>∀∈=′   

Xxا��2)� 	��ل ��  ∈ ��'52� �(�, �.,D- )Isolated Point ( ������Ax إذا آ�,A Yإ�" ا� ∈ ,
Ax ���� �A  ��'52 و	��ل �� ∌′�� �.,D- )Set  Isolated ( إذا آ�نφ=′∩ AA . �� ل��	
���� ا���A ���$ ������ �.,D- )Perfect Set ( Y,إذا آ�AA ′= . ������ -A �.,Dو	��ل �� ا�

 �.#�2- ���Hآ)Dense in Itself ( Y,إذا آ�AA ′⊂.  
  

  )31(��5ه2" 
 ����         ( )dX , �	
XA و���� ���ء �� ⊆   

)1( Y,إذا آ�φ=A  ن�� φ=′A  

)2 ( Y,إذا آ�Ax }  ��ن ∋′ }( )′∈ xAx |  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)3 (AA ⊂′              
)4 (AAA ′= U  
)5 ( Y,إذا آ�φ=′A������  .X  $��ن �A �� ��01  ��ن ا�
)6  ( ������AA إذا و��Z إذا آ�,X Y $��ن �A �� ��01ا� ⊂′     
  

  :ا
�5ه�ن
)           1(  

�� أن -                  { }( ) φφ =∩ xV | 6�� Xx x⇐  φφ إ�" V و��6 ��ار ∋ =′    
)        2(  

�� أن  -             Ax } ��ن x إ�"  V    ��6 ��ار ⇐∋′ }( ) φ≠∩ xVA |  
                        

{ }( ) { }( ) { }( ) { }( ) { }( ) { }( ) φ=∩=∩∩=∩∩∩=∩ xVAxVAxVxAxVxA cc |||
  

⇐{ }( )′∈ xAx |  
  

)     3 (  
 ����   Ax ′∈ ⇐ 6�� 0>r  ���	 Ay Q�:- xy أن ∋ ryxd  و ≠ <),(  

              ⇐ 6�� 0>r  ���	 Ay Q�:- xy أن ∋ ryxd  و ≠ <),(⇐ 
Ax ∈⇐Α⊂Α′                                   

)     4 (  
�� أن   -              AAAAAA ⊂′⇐∪⊂′∪  
AAA             و���    R  AAن   ∪= ⊂  

⇐      AAA ⊂′∪  
  


=Eا M��  ا>$

ض  �,                  Ax      ه�2ك ا����>ت∋

AxAAxAAAإذا آ�ن ) ا( ∈⇐′∪∈⇐∪⊂  
Y,Ax إذا آ�) ب( ∉ 

�� أن -Ax ∈⇐ 6�� 0>r  ���	 Ay Q�:- xy أن ∋ ryxd  و ≠ ��6 ��ار  ),(>
V  "إ� x ن�� φ≠∩VA  

�� أن -Ax } ��ن x إ�"  V ��6 ��ار ⇐ ∌ }( ) φ≠∩ xVA |  
⇐AxAAxAAA ′∈⇐′∪∈⇐∪⊂  

AAAو��0/       ′∪=  
)5(  

�� أن -     AAAAAAA ′∪=⇐=∪=⇐ φ ��01�   



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)6(  
 ����    A  ��01� ������ ⇐= AA  

�� أن  -   AAAA ⊂′⇐⊂′  
  


=Rا M��  ا>$

ض  �,                  AAAAA ⊂′⇐=′∪  

�� أن -AAAAAA ′∪=⇐=⇐��01� ������.  
  

  )32(�:�ل 
 ����       ( )dX ,�g����  �-
�XA و���� ���ء ��   ′A ا�#� ⊇

  -:ا�:6 
                   ه�2ك ��ة ��>ت

)1 ( Y,إذا آ�φ=A  ن��  φ=′A 
)2 (   Y,إذا آ�XA =  

  φ=′A ��ن  $:��ي �0" �2+
 وا�� ��XZإذا آ�,Y ) ا       (

 ��ن  Xإذا آ�,Y )ب      (+2� �� 
Hي �0" أآ��:$ XA =′  

) 3 ( Y,إذا آ�φ≠≠ AXA ,  
}  $:��ي �0" �2+
 وا�� ��Z    و���� Aإذا آ�,Y ) ا      ( }aA }  ��ن = }aXA |=′  

 ��ن Aإذا آ�,Y )  ب     (+2� �� 
Hي �0" أآ��:$  XA =′.  

  
 

  ) 33(��5ه2"
 ����           ),( dX  ���و�  �-
XBA ���ء �� ⊆,  

)1( Y,إذا آ�BA BA  ��ن  ⊇ ′⊆′ 

)2 (( ) BABA ′∩′⊂′∩ 

)3 (( ) BABA ′∪′=′∪  
  

    ا
�5ه�ن 
)           1(  

 ����                Ax ′∈⇐  6��0>r  ���	 Ay Q�:- xy أن ∋ ryxd  و ≠ <),(  
��BABy أن           - ⊆⇐∈⇐   6��0>r  ���	 By Q�:- xy أن ∋   و  ≠

ryxd <),(   ⇐ Bx BA  و��0/     ∋′ ′⊆′  
  

)        2(  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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�� أن -            Α⊂∩⊂∩ BABBA , ( ) ( ) ⇐′⊂′∩′⊂′∩ ABABBA ,  

         ( ) ⇐′∩′⊂′∩ BABA    
)        3(  

�� أن -              BAABAB ∪⊂∪⊂ ,   ( ) ( ) ⇐′∪⊂′′∪⊂′ BAABAB ,  

 ( ) ⇐′∪⊂′∪′ BABA   
    


=Rا M��  ا>$

ض   �,                BAx ′∪′∉ ⇐′∉′∉ AxBx ,  

     Ax ′∉⇐���	 01 >r 6�� Q�:- Ay xy وان ∋ ),(1 ��ن ≠ ryxd ≥  
BAxوآ@�?  ∉⇐���	 02 >r 6�� Q�:- Bz xz وان ∋ ),(2 ��ن ≠ rzxd ≥  

 F�,},min{ 21 rrr =⇐���	 0>r 6�� Q�:- BAw xw وان ∋∪ rwxd ��ن ≠ ≥),(                              

( ) ⇐′∪∉ BAx       /�0و�  ( ) BABA ′∪′⊂′∪       ( ) ⇐′∪′=′∪ BABA   
  

"/
8�  

وري أن 	��ن     ��B �� ا��( ) BABA   وا���Hل ا �$E	�cd ذ�? ∩′=′∩′

 ����{ }dcbaX )  و���� =,,, )dX ,?g��}إذا آ�,Y  .  ���ء ��
ي  �� } { }aAdcB ==     ��ن,,
{ } { } ⇐=′=′⇐=′∩′ dcbAXBdcbBA ,,,,,  

( ) ( ) ⇐=∩⇐=′∩⇐′∩′≠′∩ φφ BABABABA  

  
  

6��'7)34(  
          ����( )dX �XAء ��
	�  و���� ��, Xx	��ل �� ا��2)� . ⊇  -D,.� ,�)� ��ود	� ∋

)Boundary point ( أو) �	�.G� �(�,Frontier Point ( ������ r<0 إذا آ�ن ��A  6إ�" ا�
  ���	cAzAy ∈∈ Q�:- rzxdryxd أن  , << ���� آ. ),(,),(�6 ا���2ط ا�:�ود	� إ�" �

 �������" �A�.Gا�#$ )Frontier ( ������
�' Aا���- �.� '�
) و	 )A∂أي أن ،  
}),(,),(,,0:{)( rzxdryxdAzAyrXxA c <<∋∈∈>∀∈=∂  
  

  )35(��5ه2" 
 ����           ( )dX XA ���ء ��
	�  و���� , ⊆  

)1 (( ) ( )cA Α∩Α=∂    /�0و�  ( ) Α⊂Α∂ 
)2 (( ) ( )cΑ∂=Α∂ 
)3 (( )Α∂ �� ��01� ������ X 



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)4 (( )Α∂Α=Α |o 
)5 (( )Α∂∪Α=Α 
  

   ا
�5ه�ن
)        1(  


ض أن �, ( )Α∂∈⇐ x ������ ������ 6��   G ��  X "0� ي��و$: x ن�� 

φφ ≠∩≠∩ AGAG c ,   
                     

( ) ⇐Α∈Α∈⇐Α∩Α∈⇐∩⊆∂ xxxAAA ccc ,)()(  


ه�         G, 6H�)و-�� ) ( ) ( )Α∂⊆∩Α⇐Α∩Α=∂ cc AA)(  
  
)2(  

                                         ( ) ( ) ( ) ( )ccc Α∂=Α∩Α=Α∩Α=Α∂     
)3(  

�� أن آ6 ��                      -   ( ) ΑΑ ,c  ��01� ������  ( ) ( ) ⇐Α∩Α=Α∂ c  
)4(  

  ����                        oΑ∈x .  أن ��-Α⊂Α⇐Α∈ ox   

�� أن -          oA �� ������ ������ X "0� ي��و$: x وان φ=∩ cAAo   

          ( ) ⇐Α∂∉x  /�0و�   ( ) ( )Α∂Α∈⇐Α∂Α⊂Α || xo   
  


=Rا M��           وا>$

ض �,                            ( )AyyAy (|,) ∂Α∈⇐Α∈∂∉    

�� أن -     ( )Ay ∂∉⇐ ������ ������ ���$  G��  X "0� ي��:$x /,��   

∩=φ        أ��  AG  أو  φ=Α∩ cG  
�� أن -    AyGyAGyAG ∈∈⇐∩∈⇐≠∩ ,φ  

      ⇐=Α∩⇐Α⊂⇐Α⊂∈⇐∈ φcGGGyAy o  

               ( ) ⇐⊂Α∂Α oA|   /�0و�   ( )Α∂= |AAo  
  

)5(  
�� أن         -                ( ) ( ) AA ⊆∂Α⊆Α⇐Α⊆Α∂∪Α ,  

    ����       Α∈x ن<��      ه��2? ا��
(    ��ن Α∈xإذا آ�ن ) ا( ( )( )Α∂∪Α∈⇐Α∂∪Α⊆Α x 



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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)إذا آ�ن ) ب( ) ( ) Α∉⇐Α∈⇐Α∈⇐Α∩Α∈ xxxx ccc  

)    و���   ) ( ) ( ) ( ) ( )cxx Α∩Α=Α∂⇐Α∂∈⇐Α∂∪Α∈⇐Α∂∪Α⊂Α  
)    و��0/    )Α∂∪Α=Α  

  
  

  )36(�:�ل
        ����( )dX 
ا و���� ,H5G�  �	
XA ���ء �� )ا�#�  . ⊇ )Α∂  

,�
  :ا
�� أن -       Α ��01� ������  ⇐Α=Α ?�@وآ  cA  ��01�  ( ) ⇐Α=Α cc  

                                                                   ( ) ( ) φ=Α∩Α=Α∩Α=Α∂ cc  
  
   ����  ( )d,Χ ���و� ��g����  �	
��05 <�
 =���� �����Αء ��� ��]'� ������  Χ.  

                   ( ) φφ =Α⇐=Α∂ oo  و���   ( ) ( ) ( ) Χ=Α∂⇐Α∂≠Α∂ o   
                                           

  )37(��5ه2"
 ����    ( )d,Χ ���و�  �	
���Χ⊆Αء �� B,  

)1 (( ) ( ) ( )Β∂∪Α∂⊆∪Α∂ B 
)2 (( ) ( ) ( )Β∂∪Α∂⊆Β∩Α∂  
  


ه�نGا�  
)  1(  

                                        

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )
( ) ( )

( )[ ] ([ ]
( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )Β∂∪Α∂⊆

Α∩Β∂∪Β∩Α∂=

Α∩Β∩Β∪Β∩Α∩Α=

Β∩Α∩Β∪Β∩Α∩Α=

Β∩Α∩Β∪Α⊆

Β∩Α∩Β∪Α=

Β∪Α∩Β∪Α=Β∪Α∂

cc

cccc

cccc

cc

cc

c

                                                            

  
)2(  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )( )[ ] ( )( )[ ]
( )( ) ( )( )
( ) ( )Β∂∪Α∂⊂

Β∂∩Α∪Β∩Α∂=
Β∩Β∩Α∪Β∩Α∩Α=

Β∩Β∩Α∪Α∩Β∩Α=

Β∪Α∩Β∩Α=

Β∪Α∩Β∩Α⊆

Β∩Α∩Β∩Α=Β∩Α∂

cc

cc

cc

cc

c
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1 (����	��!�, ا
ا ( Mathematical Analysis I  

 

�ات1:          ��2�1"3: �/�ي �
  3:             ��د ا

 


  ��د�"ا
�����ة ا
  Convergenceا
�&�رب    

        
 4��'5)1(  

    ���� { }nx   ي���	ء ا��
),( ������� �� ا��� dX .   ��� ل����{ }nx  ر�������  ������   (Convergent) 

��X �Xx إذا  و� � ε<0 �()' أن، ��# ∋�*� +∈ Zk '()� :  
                                                      kn >∀    ε<),( xxd n  

} ه� ��,� �0�رب �.	������ x  و���ل أن ا�-�,�  }nx#�2��� 3��0و   

 xxn
n

=
∞→

lim          أو xxn →   ���-�   ∞→n  

  : وه7ا �'2	 أن 
0),( →⇔→ xxdxx nn ���-� ∞→n  

 4�} إذا آ� }nx ة�  ).Divergent( :)� ����ر�� 90	7�� 8��

  
  )2( ��9ه2" 

}إذا آ��4 ا�	������          }nx ي��	ء ا��
),( ����ر�� �� ا�� dXة�  . ��ن ��,� �0�ر��� و=)

�9ه�ن ا  

���ض     xxn →   ,    yxn yx  �()' أن   → ≠  
εε  و�)�� =⇐> ),(0 yxd  

xxn �	� أن  →⇐��*�    +∈ Zk1'()�    
2

),(
ε<xxd n  #��  1kn >  

yxn  آ�A@ و →��*�   +∈ Zk2   '()�  
2

),(
ε<yxd n  #��  2kn >  

B
�    { }21,max kkk    ، �)�*ن    =

kn >∀                                                         
2

),(,
2

),(
εε << yxdxxd nn  

εεεε =+<+==
22

),(),(),( yxdxxdyxd nn    

�ن�  C(.و� DE�-0 اAوه yx = .  
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  )3(�>�ل
  ����}{ nxدي�(��Gي ا��	ء ا��
),( ������� ����ر�� �� ا�� udR   

}{�	� أن  nx ر������ ⇐ ��*� R∈x '()� xxn →  
 ��(�0>⇐ ε ��*� +Z ∈k '()�   

knxxd n >∀< ε),(  
),(�	� أن  udRء ���ي ا��)�دي�
�  

xxxxd nn −=),(  
knxxn >∀<− ε  

knxxn >∀<−<− εε  
knxxxxxx nn >∀+−∈⇒+<<− ),( εεεε  

}وهAا ��-� أن ا�	������  }nx �� ر������ R � ا����ة ا�	��*=� ε<0 �()' أن ��# R∈x إذا و�

),( εε +− xx �هHآ�� x������	ود ا��= IJ�� 8.� 0(�*ي . 
   

  )4(��9ه2" 
 ����       A ي��	ء ا��
),L� )	 ��*��(KH �� ا�� dX  ن�� ، Ax ∈ � إذا و��M إذا ، 0*�

�������{ }nx �� A أن '()� xxn →.  
  ا
�9ه�ن   

���ض       Ax ∈   
AAA      �	� أن          ′∪=⇐    AAx ′∪∈⇐   Ax Ax  أو  ∋ ′∈  
Ax      إذا آ�ن       }  ��ن �� ا�*اNO أن ا�	������  ∋ }x ��  X  وان  xx →  

   4�Ax      أ�� إذا آ� Ax ��ن  ∌ ′∈  

��(�      +∈⇐ Zn  0
1 >=⇐
n

r ( )xBr8.� و0(�*ي �=*��� ��*	L� x  

Ax      �	� أن       ′∈⇐   ( ) { }( ) Φ≠∩⇐ xxBA r |  
                                           +∈∀ Zn    { })|)(( 1 xxBAx

n

n ∩∈  

�P=Q أن { }nx� �������  �A .   ن����xxn أن ��7ه� ، � →  

  ��(�0>⇐ ε  ��س �*�(	Sار �(T�S ام�V�W��  +∈ Zk  '()� ε<
k

1  

)�	� أن   )xBx
n

n 1∈⇐   
n

xxd n

1
),( <   #��    +∈ Zn  

  ��(�kn >⇐  
kn

11 <⇐  ε<<
k

xxd n

1
),(⇐    xxn →.  

Xآ��	ا� Y�L0Gض  :  ا���}{ nx �� ������� A    '()� xxn →  
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 3L�   �7ه� أن�Axأن  AAx،  أي أن   ∋ ′∪∈  
 4�Ax إذا آ� Axأ�� إذا آ��4 .   �-��� ا��7ه�ن ∋ ���ض ∌، G �� �=*��� ��*	L� X و0(�*ي 

 8.�x⇐  ��*�  0>r  أن '()�  ( ) GxBr ⊂.  
r , xxn<0 �	� أن   →⇐  ��*�  +∈ Zk  أن '()� rxxd n <),(   #��  kn >      

 ⇐  ( )xBx rn ∈  #��     kn >    

Axn   �	� أن     ∈     #��  +∈⇐ Zn   ( ) { }( ) φ≠∩ xxBA r |  

} �	� أن   }( ) ( ) GxBxGAAxAx r ⊂⇐≠∩⇐′∈⇐∈ φ|.♦♦♦♦  
   

 4��'5 )5 (  
����        { }nx ي��	ء ا��
),( ������� �� ا�� dX .�� ل���{ }nx �Z*آ ������� ����� )Cauchy 

sequence  (��X  #�� 0 إذا آ�ن>ε  ��*� +∈ Zk أن '()�  :  
                                             kmn >∀ ,      ε<),( mn xxd  

  )6( ��9ه2" 
),(آ# ������� ����ر�� �� ا��
�ء ا�	��ي  dX �Z*�0*ن ������� آ .  

  ا
�9ه�ن  
����{ }nx ي��	ء ا��
),(������� ����ر�� �� ا�� dX  

        ⇐ ��*�     Xx xxn �()' أن  ∋ →،  

  ��(�        0>ε  .  أن �	�xxn →⇐  ��*�  +∈ Zk أن '()�    

                                            kn >∀       
2

),(
ε<xxd n       

kmn إذا آ�ن   �ن,≤� ،    

2
),(,

2
),(

εε << xxdxxd mn  

                           εεε =+<+≤
22

),(),(),( xxdxxdxxd mnmn  

�ن� C(.و�  { }nx �� �Z*آ ������� X .♦♦♦♦  
  

 "/
@�  

�ءً ������                �� ��� ��Z*وري أن آ�# �������� آ�
),(�)X �� ا�� dX *��0  ً   ��� ن ����ر���X 

  .وا�	\�ل ا����� �*NO ذ�@
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  )7(�>�ل 
  ��(�{ }0| R=X ا���×R → و���� ا� XXd    ����� آ�[�0 :

yxyxd −=),(  

و������ 
n

xn

),(P��=G أن . =1 dX  ء ������ً� وان�
��� { }nx   ���� ���Z*آ ��������� X  ���(: ���	�-و�� 

 .���X�ر�� �� 
  

  )8(��9ه2" 
   ����
�ء ���ي 0	� ������� @.�KH)� ����ر�� �� �� �Z*4 ������� آ�  .  ����ر��إذا آ�
  

  :ا
�9ه�ن
 ������         { }nx     ي����	ء ا��
),( ��������� آ*���Z ���� ا���� dX و������ { }

ni
x   ���� ���(KH� ��������� 

}ا�	������  }nx8ر�� إ����� Xx 0xx، أي أن 0∋
ni

→   

{ } ⇐
ni

x �Z*0 ��# ⇐ ������� آ>ε ��*� +∈ Zk أن '()� ε<),(
mn ii xxd #�� kmn ≥,  

}{�	� أن  mi�)()^اد ا��  .  ������� ��Hا��ة =��� �� ا[�
 ���-� ∞→m 8.� #^)�  ε<),( 0xxd n #�� kn ≥  

⇐→ 0xxn������	و�.)� ��ن ا�{ }nxر������   
  

  )9(��9ه2" 
 ��(�       ),( dX �� #ء ���ي و����  آ�
� { } { }nn yx , �� ������� X  أن '()� 

xxyy nn →→ , '(= Xyx ),(),( ��ن ,∋ yxdyxd nn →  
  : ا
�9ه�ن

)),()(()),(),((),(),( yxdyxdyxdyxdyxdyxd nnnnn −+−=−  
∞→→+≤−+−≤− nasxxdyydyxdyxdyxdyxdyxdyxd nnnnnnn 0),(),(),()(),(),(),(),(

 
),(),( yxdyxd nn →  

 "D���)10( 
}    إذا آ��4 آ# ��  } { }nn yx 
�ء ا�	��ي  ������� آ*�Z �� ا�,�),( dX ن�� )},({ nn yxd �0*ن 
 �� �Z*آ �������Rو������� �0*ن ����ر�� .  

  ا
�9ه�ن
∞→→−≤− mnasyydxxdyxdyxd mnmnmmnn ,0),(),(),(),(  
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 )11(�>�ل 
   ��(�),( dX ء ���ي ��7\� و�����
� { }nx �� ������� X.  ه� �.8 أن��xxn → 
 '(=Xx ∈ �Z∈k '()� xxn+ إذا و��M إذا و� = #�� kn >.  

  
  :ا
�9ه�ن

xxnض ���:           اY�L0G ا[ول   →⇐ #�� 0>ε��*� +Z∈k  '()� ε<),( xxd n 
 #��kn >  

�	� أن 




=
≠

=
yx

yx
yxd

0

1
),(   ⇐= 0),( xxd n #��  kn >  

⇐= xxn #�� kn >.  
  

 4��'5)15(  
),(���ل �� ا��
�ء ا�	��ي   dX Qً��آ C��� )C0mplete ( C(� �Z*4 آ# ������� آ�إذا آ�
  .����ر��

  
  )16(�>�ل

  ����R →× QQd    دا�� ����� آ�[�0 :
Qyxyxyxd ∈∀−= ,),(  

),(P=G أن  dQ �-�7ه	آ��# وذ�@ =39 ا� �(: C-ء ���ي و���
� )15.5 ( �Z*آ ������� ��*0
 ��Q�� و��� :)� ����ر�� Q . 
  

  )17(�>�ل
�ي(.EGء ا�
,(ا�� dnR( �ً���� ء�
  .آ��Qً ��*ن �

,�
  ا
  ��(�nR ∈yx,  

),...,(,),...,( 11 nn yyyxxx ==  

∑
=

−=
n

i
ii yxyxd

1

2)(),(  

 ����{ }mx�� �Z*آ ������� nR 
           )()(

1 ,...,( m
n

m
m xxx =           ,  nR∈mx  

 ��(�0>ε ⇐  ��*�+Z∈k  '()�   
 

∑
=

−=
n

i

l
i

m
ilm xxxxd

1

2)()( )(),(  
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