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  . 0 �	��ا ا�!� � R �����ة �!� /��A ��	ط 
  

,�
  :ا
       ��	" )� Kه� أو�B!L0>x .����Rx ∈0 2�-� 01)( 00 >⇐= xxf  

   ����      0>ε .  �/#
 ��B�!ا��9اد ا� ��	Mآ N�"Rr �-�2 أن ∋ 00 xr <<   
 A��rx −= 0δ   

)2,(),()( 0000 rxrxxx −=+−= δδβδ  
0��	 أن >r   

}1{))(( 0 =xf δβ  
)1,1())(,)(())(( 000 εεεεβε +−=+−= xfxfxf  

��	 أن )(1)1,1)(()(( 00 εεββ εδ +−∈⇐⊆ xfxf  
x ،)A�� O��+.0xr>�0( "	�� و�	��B� �M�ه�  −=δ .(  ة����� ��P ه� ا��ا���B� ا��Qوأ

�-�2 أن ��� B� ، 0>ε�ه� �+* أ�� 
#/� �0!� ا�!� �  0>δ  ن	�   
))0(())0(( ff εδ ββ ⊄  

 >Q��
2

1=ε  

)
2

1
,

2

1
())0(,)0(())0(( −=+−= εεβε fff  

����0>δ  
),()0( δδβδ −=  

}1,0,1{)),0((})0({))0,(()),(())0(( −=∪∪−=−= δδδδβδ fffff  
��	 أن  ))0(())0((1))0(( fff εεδ βββ ∉−⇐⊄  

⇐fP  � �!ة �!� ا������ ��0.  

  
  ) 6(��9ه2" 

) ���� آ� ��       ) ( )21 ,,, dYdX ���و� ، 	
YXf ��	ء ��� →: ��.Hرات ا	BFن ا�� دا�� �
 �S�	���  

   �����ة fا��ا��  ) 1 (
�ن ا��%�#�� Y%�#�� �$�#"� �(  �Gإذا آ	�3 ) 2 (� ( )Gf   X �(   .�#ن �$�#"�−1
�ن ا��%�#�� E� ��#�%� Y+�� �( Hإذا آ	�3 ) 3(� ( )Hf 1−)� C�+E� ن#�.  X  
)4 (( ) ( )AfAf ⊆ ��� XA ⊂  

)5 (( )BfBf 11 )( −− ⊆ ���  YB ⊂  

)6 (( ) ( )( )oo BfBf 11 −− ⊆ ��� YB ⊂  
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   :ا
�9ه�ن
         ( ) ( )12 ⇐  
����      G)� �"#�$� ��#�%� Y . 3�	إذا آ( ) φ=− Gf أ�	 إذا آ	�3 .  
!�( ا�B�ه	ن1

( ) φ≠− Gf 1  . ����( ) ( )GfxGxf 1−∈⇐∈  
��	 أن G )� �"#�$� ��#�%�Y ⇐
 �/#0>ε 2�-�  Gxf ⊂))(( 0εβ  

��	 أن  ا��ا�� f ة����� ⇐f )� ة�����x  
Gxfxfأن �-�X 2 �(xδβ)(.#/� آ�ة �$�#"� ⇐ ⊂⊂ ))(())(( εδ ββ .  

⇐⊂⇐ −− )()()( 11 GfxGf δβ )� �"#�$� ��#�%�X.  
  

        ( ) ( )23 ⇐  

 ����    H )� ��+E� ��#�%� Y⇐ ��#�%ا�� HYH c |= )� �"#�$� Y ام�G�L	� ( )2  

)�-�6 �+* ا��%�#��   )cHf   .X .�#ن �$�#"� �( −1

)     و���  ) ( ) ( )HfXHYfHf c 111 || −−− ==  

) ا��%�#�� ⇐ )HfX 1| − )� �"#�$� X ⇐ ��#�%ا�� ( )Hf 1− )� ��+E� X  

  
     ( ) ( )34 ⇐     

 ����          ( ) XAYAf )ا��%�#�� ⇐⊃⇐⊃ )Af )� ��+E� Y  
�	�G�Lام  ( )ن ا��%�#��  �-�6 �+* أ3( )( )Aff 1− )� ��+E� ن#�. X  
��	 أن ( )( ) ( )( ) ( ) ( )AfAfAffAffA ⊂⇐⊂⊂ −− 11  
��	 إن A )� ��+E� ��#�%� �EYا X *+� و.-�#ي ( )( ) AAffA ⇐⊂ −1  

( ) ( ) ⇐⊂ AfAf  

  
( ) )4(5 ⇐  

 ����         ( ) YBXBf ⊂⇐⊂−1  
  

( )( ) ( )( ) BBffBff ⊆⊆ −− 11  
  

( ) ( )BfBfffBf 1111 )))((( −−−− ⊆⊆  
  

��ه	ن ( ) ( )56)1( 
��ك �+�	رئ⇐⇐    
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  )7(��9ه2" 

) ���� آ� ��   ) ( ) ( )321 ,,,,, dZdYdX�� و���� آ�  َ	
YXf  ��	ءَ ��� →:،ZYg دا��  :→
�ZXfg�ة ��ن ا��ا�� ��� →:o ة�ن ����#�.   

   : ا
�9ه�ن
        ���� G)� �"#�$� ��#�%� Z .  

��	 إن ا��ا��    ZYg ) ا��%�#�� ⇐ �����ة :→ )Gg   Y .�#ن �$�#"� �( −1

��	 أن ا��ا��   YXf ) ا��%�#�� ⇐ �����ة:→ )( )Ggf 11 −− )� �"#�$� X.  

 ���( )( ) ( )( ) ( ) ( )GfgGgfGgf 11111 −−−−− == oo  

) ا��%�#�� ⇐ ) ( )Gfg 1−
o )� �"#�$� ن#�. X,  

⇐fg oة�����    

  
  )8(��4ل 

)     ���� آ� ) ( )21 ,,, dYdX ���و�  	
YXf ��	ء ��� ��ه� �+* أن .  دا��:→  
���	  �����ة fإذا آ	�3 ا��ا�� ) 1(� ���	^   
),( ا�$�	ء ا����ي إذا آ	�3) 2( 1dX ن	� �MFB�  f ة�����   
)إذا آ	�3 ا�$�	ء ا����ي ) 3( )2, dY ن�� _L	��� f ة�����  
  

 ,�
  ا
��	 أن ا��ا�� ) 1(f ���	^ ⇐ �/#
Yb∈ 2 أن�-�( ) bxf = ���  xx ∈  

  �G )�  �"#�$� ��#�%� Y$�ض 

( )




∈
∉

=−

GbX

Gb
Gf

,

,1 φ
  

��	 أن آ� �� φ,X)�  �"#�$� ��#�%� X  
( ) ⇐− Gf 1)�  �"#�$� ��#�%� X ⇐fة�����   

  
)2(  

 ����    G )�  �"#�$� ��#�%� Y ( ) ⇐⊆− XGf 1  
��	 أن ),( 1dX �MFB�( ) ⇐− Gf 1)�  �"#�$� ��#�%� X ⇐fة�����   

)3  (  
 ����    G )�  �"#�$� ��#�%� Y  
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��	 أن ( )2, dY_L	��� ⇐ 	أ� φ=G أو  YG =  
−=φأ�	  )(1 Gf أو ( ) XGf =−1  

��	 أن آ� �� φ,X)�  �"#�$� ��#�%� X  
( ) ⇐− Gf 1)�  �"#�$� ��#�%� X  

⇐f ة�����   
 

 )9(��9ه2" 
)       ���� آ� ��  ) ( )21 ,,, dYdX	
YXf و����  ��	ء ��� أذا آ	ن . دا�� �����ة :→

( )ZdZ )��	ءَ /a`�	 �� ا�$�	ء ا����ي , )1, dX ن�� Zf 6#ر ا��ا���� f *+� Z 
  .�#ن �����ة 

  
  ا
�9ه�ن 

��	 أن ا��ا��        YZf Z    f*+� Z ه( ��6#ر ا��ا�� :→
( ) ( ) ⇐= xfxfZ ��� Zx ∈  

 ����G )�  �"#�$� ��#�%� Y   
��	 أن ا��ا��  f ة����� ⇐ ( )Gf 1− )� �"#�$� ��#�%� X  

( ) ⇐− GfZ 1
I )� �"#�$� ��#�%�Z أي أن ( ) ZGfZ τ∈−1

I 
��	 أن ( ) ( )GfZGfZ

11 −− = I b
�F. N�" Zf  
) ا��%�#�� ⇐ )GfZ

1− )� �"#�$�Z ⇐Zfة����� .  
 

  
 "�'E���
   Sequentially Continuityا��5��ار�" ا

     
 6��'7(10)  
)���� آ� ��           ) ( )21 ,,, dYdX 	

�	ل �� ا��ا��.  ��	ء ���YXf →: 	���� 

 	!�F�Xx �!� ا�!� �) Sequentially Continuity(�����ة .�	 ∈0 �F� إذا آ	�3 آ� ���	
}{ nx )�X 2 أن�-� 0xxn )()(  �	ن→ 0xfxf n → )�  Y     
  

  (11)��9ه2"
)      ���� آ� ��  ) ( )21 ,,, dYdX	
�YXf	ن  ا��ا�� .  ��	ء ���   �����ة �!� :→

Xxا�!� �   . �����ة  .�	��F!	 �!� .+_ ا�!� � إذا و��8 إذا آ	�03∋
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  ا
�9ه�ن

}و����.0x  �����ة �( ا�!� � f        �$�ض ا��ا��  }nx)� �F�	��� X  2 أن�-� 0xxn → .

%N أن �B�ه� أن  ( ) ( )0xfxf n →    

����   0>εأن 	��،f � �!ة �( ا��0  ����x⇐�/#
0>δ   ��� 2�-�Xx ∈  
δε <⇐< ),())(),(( 0102 xxdxfxfd  

0,0��	 أن     xxn →>⇐ δ  �/#
 +∈ Zk2�-�   أن 
δ<),( 01 xxd n ���  kn >  

�ن � C�+و�ε<))(),(( 02 xfxfd  ���   kn )و�� ذ�_ 
!�c أن  .  < ) ( )0xfxf n → ، 

Xx �����ة  .�	��F!	 �!� ا�!� �fوه<ا 
F!( أن ا��ا��  ∈0.  
 d�F�	�Xx �����ة  .�	��F!	 �!� ا�!� ��f$�ض أن ا��ا�� .و �����ة �( f و�B�ه� أن.0∋

�� ا��!	0x .efا�!� � � �   .�P 0x�  �����ة �!�  ا�!� � �f$�ض أن . B!L�ه� 

⇐ �/#
 0>ε   ��� 2�-�  0>δ  �/#
 Xx    وان∋
δε <⇐≥ ),())(),(( 0102 xxdxfxfd  

     ⇐���    +∈ Zn   �/#
  Xxn �-�g 2ن ∋   

n
xxdxfxfd

1
),())(),(( 0102 <⇐≥ ε  

0xxn وه<ا 
F!( أن →   )�  X و���  ( ) )( 0xfxf n →/ )� Y   
ef	!. وه<ا⇐f  � �!ة �( ا��0 ����x .  

  
  )12(��4ل
 ���� ( )dR,	
��ه� �+* أن ا��ا�� .  ��	ء ���
	 ا���	دRRf →: �E�6�	� ���Fا��   

 ( )








<−
=
>

=
0,1

0,0

0,1

x

x

x

xf    

  .�P0� �����ة �!�  ا�!� � 
,�
  :ا

 >Q��        
n

xn

1=⇐ �F�}{ ا����	 nx )� R 0 وان→nx  

0��	 أن 
1 >
n

 ��� +∈⇐=⇐= Zn
n

fxf n 1)
1

(1)(  

( ) ⇐→⇐=→/ 1)(0)0( nn xffxf  

  .�P0� �����ة �!�  ا�!� � f ا��ا�� ⇐
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  )13(��4ل
 ����    ( )dR,	
��ه� �+* أن ا��ا�� .  ��	ء ���
	 ا���	دRbaf →],[:��Fا��  �
 �E�6�	�  

 ( )




∉∈
∩∈

=
Qxbax

baQx
xf

],,[,2

],[,1
    

],[ �P� �����ة �!� /��A ��	ط ا�$��ة  ba 2�" Q��B�!ا��9اد ا� ��#�%� �M�. .  
,�
  :ا

����     ],[ bax ∈  
)(1 ��دا ���B	 �	ن xإذا  )1( =xf  

�/#.�F�	��� }{ nx )� ��B�!ا� �BP ا��9اد �� ],[ ba 2�-� xxn →  
��	 أن nx ��� )B�� ��P د�� +∈⇐= Znxf n 2)(  ��� +∈ Zn  

 ( ) ⇐→/ 1nxf أي أن ، ( ) ⇐→/ )(xfxf n   
 �P� �����ة �!� آ� ��د ���f )� )B ا��ا�� ⇐�P x� �����ة �!� ا�!� � fا��ا�� 

],[ ba  
)(2 ��دا �P� ���B	 �	ن xإذا  )2( =xf  

 �F�	��� �/#.}{ nx )� ��B�!ا��9اد  ا� ��],[ ba 2�-� xxn →  
��	 أن nx ��� )B��  د�� +∈⇐= Znxf n 1)(  ��� +∈ Zn  

 ( ) ⇐→/ 2nxf أي أن ، ( ) ⇐→/ )(xfxf n   
 �P� �����ة �!� آ� ��د �P� ���f )B ا��ا�� ⇐�P x� �����ة �!� ا�!� � fا��ا�� 
 )�],[ ba  

],[/��A ��	ط ا�$��ة  �P� �����ة �!� f ا��ا�� ⇐ ba  

  )14(ه2"��9
)   ���� آ� ��  ) ( )21 ,,, dYdX	
. �P ��`a/ ��#�%� X� Q	��� �A ) و���� ��	ء ���
YXgYXfإذا آ	�3 آ� ��  →→ �-�2 أندا�� �����ة:,: )()( xgxf = ��� Ax  �	ن ∋

)()( xgxf = ��� Ax ∈  
  :ا�B�ه	ن

 ����        Ax ∈  
⇐ �F�	��� �/#. }{ nx )� A 2 أن�-� xxn →   

YXgYXfآ� �� ��	 أن  →→   دا�� �����ة:,:
⇐→→ )()(),()( xgxgxfxf nn  

��	 أن  Axn ∈ ���  +∈⇐= Znxgxf nn )()( ��� +∈ Zn    

}),{(}){( آ� �� ⇐ nn xgxf وا"�ة �F�	��� )�F�  )أي �$d ا����	
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��	 أن ا���	رب و"�� ⇐= )()( xgxf ن	و�+�� � )()( xgxf = ��� Ax ∈  

  
"�/�2�
   Uniform Continuity    ا��5��ار�" ا

 6��'7)15( 
) ���� آ� ��  ) ( )21 ,,, dYdX	

�	ل �� ا��ا�� .  ��	ء ���YXf ���	 �����ة �	��j	م :→�

)Uniform Continuous ( *+�X�:إذا .-�; ا�  ).���0 :  ط ا9>ε �/#
 ،0>δ 2�-� 
Xyxأن ���     �	ن,∋

δε <⇐< ),())(),(( 12 yxdyfxfd  
  

  ) 16(��9ه2" 
  .         آ� دا�� �����ة �	��j	م .�#ن �����ة وا��P d�F� O�-Y دا`�	

  :ا
�9ه�ن
)           ���� آ� ��  ) ( )21 ,,, dYdX و���� ا��ا�� ، 	
YXf ��	ء ��� .  �����ة �	��j	م :→

����Xx 
%N أن �B�ه� �+* أن ا��ا��0∋ ،f � �!ة �!� ا��0 .�#ن ����x   
 ����    0>ε   

��	 أن ا��ا��     f م	j��	�
#/� ⇐ �����ة  0>δ ��� 2 أن�-� Xyx    �	ن,∋
δε <⇐< ),())(),(( 12 yxdyfxfd  

  
��	 أن  Xx ∈⇐ 0 ��� Xx ),(>δ �	ن ∋ 01 xxd *دي إ�k
 ε<))(),(( 02 xfxfd  

  �K X+* ا��0x )� ��F �����ة Kن ا�!� � f  و�+�� ا��ا�� 0x �����ة �!� ا�!� � f ا��ا�� ⇐  
  

���F ا
'H ;I�� �G�F د 	
��
  اJ��وا
��4ل ا

  
  )17(��4ل 

 ����     ( )dR, و���� ا��ا�� 	
RRf ��	ء ���
	 ا���	د →: �E�6�	� ���Fا�� ( ) 2xxf = Rx ∈ 
  :و��!�	 ���3 �����ة �	��j	م آ�	 �( ا�B�ه	ن ا9.( )) 3(را/A ا��M	ل (����	 �����ة 

�-�B0>ε ��� 2�ه� 
#/�    L#ف � 0>δ �/#
 Ryx    وان  ,∋
δ<− yx *دي إ�#
 ε>− )()( yfxf  

 ����0>δ �/#
�	�G�Lام Q	��Y ار���Qس  ،+∈ Zk2 أن�-� δ<
k

1   

 A��
k

kykx
k

yx
1

,
1 +==⇐<=− δ2 و���

1
2)()(

2
>+=−

k
yfxf   

�	��j	م  �P� �����ةf ا��ا�� ⇐  .  
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          "�&�&�
� ا�&
    Real-Valued  Functionsا
�وال ذات ا
�	��وال ا��وال ا��( �����ه	 �%�#�a/ C`�� �� �%�#�� ا��nاد ا�-�� *��. ���

L#ف ���a �+�وال ذات ا���o ا�-����� وا��F��� �+* ا��%�#�� . ذات ا���o ا�-�����
Xa���	� ( )XRV أي أن ،  

}fدا�� ( ) ,:{ RXfXRV →=   
��Fة وا���ق ا��وال ا������ف �� #L �!Bء ا�     �( ه<ا ا�	ي� �� ا�$���� ( )dX , 

)إ�* ا�$�	ء ا����ي ا�K��	دي  )udR, a���	�) و���a ��%�#�� ه<q ا��وال  )XC.  
  

 6��'7)18(  

 ����     ( )XRVgfR ∈∈ ,,λ ف�F� gfffg
g

f
f +,,,, λ).9	آ    

  
( )( ) ( ) ( )xgxfxgf +=+  
( )( ) ( )xfxf λλ =  
( )( ) ( ) ( )xgxfxfg =  

( ) ( )
( ) ( ) Xxxg
xg

xf
x

g

f ∈∀≠=







,0,  

( ) ( )xfxf =  
  

  )19(��9ه2" 
)     إذا آ	�3  )XCgfR ∈∈ ,,λ ن	�   

) 1 (( )XCgf ∈+  
) 2 (( )XCf ∈λ  
)3 (( )XCfg ∈  

)4 (( )XC
g

f ∈�  	��!( ) ο≠xg ��� Xx ∈  

)5 (( )XCf ∈  

  
  : ا
�9ه�ن
 ����     Xx    ε<0  و���� 0∋
��	 أن ( )XCgf RXf آ� �� ⇐,∋ →:,RXg  آ� ��  ⇐ دا�� �����ة :→

fg    0x �����ة �!� ا�!� � ,



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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��	 أن ا��ا�� RXf 
#/� ⇐ 0x �����ة �!� ا�!� � :→ 01 >δ  ��� 2 أن�-�Xx ∈ 

10 �	ن ),( δ<xxd *دي إ�k
 ( )
2

)( 0

∈<− xfxf   

RXgوآ<�_ ا��ا��  
#/� /#ار ⇐0x �����ة �!� ا�!� � :→ 02 >δ  ��� 2 أن�-�

Xx 20  �	ن∋ ),( δ<xxdديk
)  إ�*  ) ( )
20

ε<− xgxg   

 A��},min{0 21 δδδδ =⇐>    
 ���Xx ),(>δ  �	ن∋ 0xxd   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ))()(())()(( 00000 xgxgxfxfxgxfxgxfxgfxgf −+−=+−+=+−+

  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) r
rr

xgxgxfxfxgxgxfxfxgfxgf =+<−+−≤−+−=+−+
22

)()()()( 00000

  
gf ا��ا�� ⇐      C�X �����ة �( /��A ��	ط  و�+0x �����ة �!� ا�!� � +
 ( )⇐∈+ XCgf  ه��B� �M��	�)و ) ( ) ( ) ( )2,3,4,5.  
  

 K/
L�  
   "�P 2 �� ا��B�ه!� أ�c�!��� qr �+* أن آ� دا�� ���Fدة "�ود 

( ) n
n xaxaxaaxp ++++= Lo

2
2,  

  .�#ن دا�� �����ة
  

  "���&
  Boundenesا
   ����),( dX ي�ء ��	و���� .   ��XA 
fA) b � ا��%�#�� .⊇�F�( ا�� 	ف ) آ��F


�E�6�	�  
},:),(sup{)( AyxyxdA ∈=δ  

}),(:,{ �s"r أن ا��%�#�� AyxyxdB ),(0 ����ة �� اK �$L9ن =∋ ≥yxd  ��� 
Xyx   ����ة 
%N أن .�#ن ����ة �� ا��B*+�9( .�#ن ا��%�#�� . ,∋
   

6��'7(20)   
 ����     ),( dX ���و� 	
XA ��	ء ��� 
�	ل �� ا��%�#�� .⊇A ة���� 	���� (Bounded) )� 

X 3�	إذا آ∞<)(Aδ. ��#�%3 ا���	ى إذا آ�Qرة أ	BF�  
 },:),({ AyxyxdB ∈=    



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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�	ل �� . ����Rة �( �Y	Q 6#رة���C  ��	ء ���� Xو� (Bounded Space) 3�	إذا آ 
∞<)(Xδ.  
   

  (21)��9ه2" 
 ����         ),( dX ���و� 	
XA ��	ء ���  إذا و��X  8 .�#ن ����ة �(�A	ن ا��%�#�� .⊇

Axإذا آ	ن ���  ∈0 �/#
 +∈ Zk 2 أن�-� kxxd <),( 0 ��� Ax ∈.  
  

 :ا
�9ه�ن 
⇐>∞⇐����ة �A$�ض ا��%�#��             )(Aδ ��#�%ا�� },:),({ AyxyxdB ∈= 


#/� ⇐����Rة �(  +∈ Zk 2 أن�-� k<λ ��� B∈λ  
⇐< kyxd ),( ���  Ayx ∈,  

0��	 أن ),( ≥yxd ��� Xyx ∈,  
⇐< kyxd ),( ��� Ayx ∈,  

 ��� �Y	Q 6#رة�kxxdو <),( 0 ��� Ax ∈  
  

�Mا75=�> ا� .  

�Ax$�ض ��� ∈0  �/#
  +∈ Zk 2 أن�-� kxxd <),( 0 ��� Ax ∈.  
 ����Ayx ∈,⇐<< kxxdkyxd ),(,),( 0  

kkkxydxxdyxd 2),(),(),( 00 =+<+≤  
}),(:,{ا��%�#�� ⇐  AyxyxdB   ����ة A ا��%�#�� ⇐R ����ة �( =∋
  

 "=���(22) 
 ����   ),( dX ���و� 	
XA ��	ء ��� ∋+ذا و��8 إذا 
#/�إX.�#ن ����ة �( �A	ن .⊇ Zk 

�-�2 أن kyxd <),( ��� Ayx ∈,.  

  23)(��4ل 
),(      �( ا�$�	ء ا����ي ا�K��	دي dR.  

),,(),,[],,(],[آ� �� ا�$��ات )1( 4321 baAbaAbaAbaA  .�#ن ����ة ====
KabAiن −=)(δ ���    4,3,2,1=i  

  .P∞=)(Rδ( ���� Kن Rا�$�	ء ) 2(
. 
  
  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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 (24)��4ل
 ��E�ي ا���ء ا���	ا�$� )�       ),( dX  

)1 (X نK 1 �%�#�� ����ة)( =Xδ  

Xxإذا آ	�3 ) 2( { وآ	�3  0∋
2

1
),(:{ 0 <∈= xxdXxA ن	0 �)( =⇐ Aδ� f   


�	وي $Y�A      ا��%�#��    

و�f b6 �ه	 B� 0x	رة �� آ�ة ��آaه	s"r�     A أن ا��%�#�� 
2

 f � ا���ة  وه<ا 
F!( أن1


�	وي f b6� bFu �ه	K.  
  

 6��'7)25(  
   ����( )dX ) ��	ء ���
	 و����, )udR,	

�	ل �� ا��ا�� .   ��	ءَ ���
	 ا���	د RXf →: 

����	 ����ة )Bounded ( N/#� )���" إذا و/� ��دM  2 أن�-� ( ) Mxf ≤ ��� Xx ∈ .

�BF	رة أQ�ى إذا آ	ن ����� ا��ا�� f )� ة���� C�#�%� R ��#�%أي أن ا�� ، 
}:)({)( XxxfXf   C�#�%�R ����ة �( =∋

  
"N����
  G�M Intermediate Value Property�" ا
&��" ا

  
 6��'7)26(  
����( )udR,	

�	ل �� ا��ا�� .   ��	ءَ ���
	 ا���	د[ ] Rbaf ���	 .-�; Q	��Y ا����� :,→�  

 � L#�ا��)Intermediate value property( ��� ن	إذا آ [ ]bayx ,, ��� s و��� ∋ A�

)(),( yfxf �/#
 z��� yx,،  2 أن�-� szf =)(.    
  

  )27(��4ل 
  ���� ( )udR,	
] ا��ا�� و����  ��	ءَ ���
	 ا���	د ] Rbaf →,:  �E�6�	� ���F�  

xxf =)(��  �[ ]bax   .-�; Q	��Y ا����� ا���#L �  �	ن ا��ا�� ∋,
  :ا�-� 

 ����          [ ]bayx ,, �-�2 أن ∋ yx ��� s و���� > A�
)(),( yfxf أي أن ،
)()( yfsxf <<    

��	 أن  xxf =)( ��� [ ]bax ,∈ ⇐<< ysx  
 	��ssff أن  =⇐ )( � L#�ا����� ا�� ��Y	Q ;�-.  
  
  
  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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 P�97 "�
��
 ا
�ا
" ا
�����ة G�M T&�7�" ا
&��" ا
����S!� "N آ, ���ة �R!&" أنا
��9ه2" ا
 �U&!N2� 	�.  

  
  

  )N����)Intermediate value theorem"    ��9ه2" ا
&��" ا
)28(��9ه2" 
   ����( )udR,	
] إذا آ	�3 ا��ا�� .  ��	ءَ ���
	 ا���	د ] Rbaf  �����ة �	ن ��� ��د :,→

)���"s A�
 ���)(afو)(bf �/#
 ،z ة�ا�$� )� ],[ ba  2�-�szf أن =)(.  
  : ا
�9ه�ن 

             ����  s A�
 ���)(afو)(bf  

)()( آ	�3 إذا) 1( bfaf )()( �	ن> bfsaf << ، ���� ],[ ba=Ι ، 
2

ba
m

+=  

smf آ	ن إذا      mz، �$( ه<q ا�-	�� 
�#ن )(= smf و
!��( ا�B�ه	ن ، أ�	 إذا آ	�3= ≠)(  
�smf	�C أ�	       smf أو )(< <)(  
smf إذا آ	�3 •  <)(  A�� ،],[],[ 111 bmba ==Ι   

)()()()( 11 bfbfsmfaf =<<=  
)()( 11 bfsaf <<  

Ι=−=+−=−=Ι
2

1
)(

2

1

21 ab
ba

bmb  

smf أ�	 إذا آ	�3  >)( A�� ،],[],[ 111 maba ==Ι   
)()()()( 11 bfmfsafaf =<<=  

)()( 11 bfsaf <<  

Ι=−=−+=−=Ι
2

1
)(

2

1

21 aba
ba

am  

 و�$d ا� �
�� ، إذا آ	�3
2

11
1

ba
m

+
=  

smf إذا آ	�3 • <)( 1A�� ، ],[],[ 11222 bmba ==Ι   
)()()()( 2112 bfbfsmfaf =<<=  

)()( 22 bfsaf <<  

Ι=Ι=−=
+

−=−=Ι
2111

11
1112 2

1

2

1
)(

2

1

2
ab

ba
bmb  

3smf أ�	 إذا آ	� >)( 1 A�� ،],[],[ 11222 maba ==Ι   
)()()()( 2112 bfmfsafaf =<<=  

)()( 22 bfsaf <<  

Ι=Ι=−=−
+

=−=Ι
21111

11
112 2

1

2

1
)(

2

1

2
aba

ba
am  

  



  �����ات
	
���
  ا����ذ ا
����� ا
�آ��ر ��ري ��
�ن ا

�����ت �
� ا��–���
�����ت � آ!�" �!�م ا�
  ا
'�اق– )��'" ا
&�د��" –ب وا
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 ��+Eات ا���ا�$� �� �F�	��� *+� �6-� )u	
],[و�6#رة �	�� و�	�G�Lام اLK���اء ا�� nnn ba=Ι 

 2�-�Ι⊂Ι−1 أن nn  ���1>n وان )()( nn bfsaf << ��� +∈ Zn 	�
 وأ
12 −

Ι
=Ι

nn   

0��	 أن 
2

0
1

→
Ι

⇐→Ι −nn   

�:F:Fات ا���#ر �+* ا�$���	ه!� آ�B� ام�G�L	� �/#
 ، ],[ baz �-�2 أن  ∋I
+∈

=Ι
Zn

n x}{   


%N أن �B�ه� �+* أن : اHن szf =)(    
B�         zan�ه�   zbn و → →  

 ���0>ε �/#
∋+ "�Q N	��Y ار���Qس  Zk ، 1>k 2�-�   

εεεε 1
1

2
2

−
− ≤<Ι⇐

Ι
=Ι⇐<Ι k

nnn  

��Ι⊂Ι−1	 أن   nn ��� 1>n    ⇐Ι∈ knn ba ,  ���kn >  
��	 أن kz Ι∈    

ε<Ι≤− kn za   و ε<Ι≤− kn zb ���  kn >  

  ⇐   zan zbn و  → →  
��	 أن f  ة�����⇐f �!� ة����� z   

⇐→ )()( zfaf n و )()( zfbf n →  
��	 أن )()()()()( nn bfsafzfszfszf <<⇒<<⇐=    
  

)2(  
 ��
�v d$!�)()B)�ه� إذا آ	ن �(  1(  و afsbf 
#/� )  2(، ) 1(و�+�� �( ا�-	����  >>z )� 

],[ا�$��ة  ba  2 أن�-�szf =)(.  

  
"/
L�  

 ����( )udR,	
] إذا آ	�3 ا��ا�� .  ��	ءَ ���
	 ا���	د ] Rbaf →,: � L#�ا����� ا�� ��Y	Q ;�-. 
�	���وري أن .�#ن �����ة  d�+�._ذ� Ou#
  : وا��M	ل ا��	�( 

  
  )29(��4ل
����( )udR,	
]إذا آ	�3 ا��ا��  . ��	ءَ ���
	 ا���	د ] Rf   : �F��� آ	9.( :1,0→








=

≤<=
0,0

10,
1

sin)(
x

x
xxf  

 	��w�L#�ا����� ا�� ��Y	Q ;�-. � ��P 	�!ة و������� .  
  


