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  4حل تمارين 
𝑧اذا كان  (1) = 2 + 2𝑖 المعقدة الاتية ارسم الاعداد    𝑧, −𝑧  , 𝑧, |𝑧| 

𝑧 = 2 + 2𝑖 
−𝑧 = −2 − 2𝑖 
 𝑧 = 2 − 2𝑖 
|𝑧| = √4 + 4 = 2√2 
 

𝑧2اذا كان  اذا كان  (2) = −3 + 4𝑖  , 𝑧1 = 1 + 2𝑖  :ين أرسم المتجه فجد  𝑧1 + 𝑧2   ،  𝑧1 − 𝑧2  ثم
 .هملاطو ااحسب 

𝑧1 + 𝑧2 = (1 + 2𝑖) + (−3 + 4𝑖) = −2 + 6𝑖 
|𝑧1 + 𝑧2| = √4 + 36 = √40 ≈ 6.3 
𝑧1 − 𝑧2 = (−3 + 4𝑖) − (1 + 2𝑖) = −4 + 2𝑖 
|𝑧1 − 𝑧2| = √16 + 4 = √20 ≈ 4.7 

 

 

 

 

 

 بصيغة القطبية مع الرسمة الاتية المعقد الاعداد اكتب (3)
 𝒛 = 𝟏 + √𝟑𝒊  

𝑟 = √(1)2 + (√𝟑)
2
= 2 , 𝜃 = tan−1 (

√3

1
) ⟹ 𝜃 =

𝜋

3
 

−𝑧 = −2 − 2𝑖 

𝑧 = 2 + 2𝑖 
𝑖𝑦 

𝑥 

|𝑧| = 2√2 

𝑧 = 2 − 2𝑖 

𝑧2 = −3 + 4𝑖 

𝑧1 = 1 + 2𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝑧1 + 𝑧2 = −2+ 6𝑖 

𝑧1 − 𝑧2 = −4+ 2𝑖 

𝑧1 = −3 + 4𝑖 

𝑧1 = 1 + 2𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

−𝑧1 = 2 − 2𝑖 
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cos 𝜃 =
𝑥

𝑟
=
1

2
  

sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
=
√3

2 }
 

 
⟹   الربع الاول

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 2 (cos
𝜋

6
+ 𝑖 sin

𝜋

6
) 

 
 

 𝒛 = −𝟏 + 𝒊  

𝑟 = √(−1)2 + (1)2 = √2, 𝜃 = tan−1 (
1

−1
) = tan−1(−1) 

cos 𝜃 =
𝑥

𝑟
= −

1

√2
  

sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
=
1

√2
     
}
 

 

⟹ ⟹ الربع الثاني 𝜃 = 𝜋 −
𝜋

4
=
3𝜋

4
 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2(cos
3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
) 

 𝒛 = −𝟏 − 𝒊   

𝑟 = √(−1)2 + (−1)2 = √2, 𝜃 = tan−1(1) 
cos 𝜃 =

𝑥

𝑟
= −

1

√2
    

sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
= −

1

√2
     
}
 

 

⟹ الربع الثالث ⟹ 𝜃 = 𝜋 +
𝜋

4
=
5𝜋

4
  

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2(cos
5𝜋

4
+ 𝑖 sin

5𝜋

4
) 

 𝒛 = 𝟐√𝟑 − 𝟐𝒊  

𝑟 = √(𝟐√𝟑)
2
+ (−2)2 = 4, 𝜃 = tan−1 (

−1

√3
)   

cos 𝜃 =
𝑥

𝑟
=
√3

2
  

sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
= −

1

2
  }
 

 
⟹ الربع الرابع ⟹ 𝜃 = 2𝜋 −

𝜋

6
=
11𝜋

6
  

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 4 (cos
11𝜋

6
+ 𝑖 sin

11𝜋

6
) 

𝜃 =
𝜋

3
 

𝑧 = 1 + √3𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
3𝜋

4
 

𝑧 = −1 + 𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
5𝜋

4
 

𝑧 = −1 − 𝑖 
𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
11𝜋

6
 

𝑧 = 2√3 − 2𝑖 𝑖𝑦 

𝑥 
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𝑧  جد النظير الضربي للعدد (4) = −1 − 𝑖   باستخدام الاحداثيات القطبية 

𝑟 = √2 , 𝜃 =
5𝜋

4
   , 𝑧 = √2 (cos

5𝜋

4
+ 𝑖 sin

5𝜋

4
)  

𝑧−1 =
1

𝑟
[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

=
1

√2
[cos (−

5𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

5𝜋

4
)] 

=
1

√2
[cos (

5𝜋

4
) − 𝑖 sin (

5𝜋

4
)] 

=
1

√2
[−

1

√2
+ 𝑖

1

√2
] = −

1

2
+
1

2
𝑖 

 
𝑎𝑟𝑔(𝑧1𝑧2)                       :اثبت ان   (5) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧1) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧2) 

 البرهان   
𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1),    𝑎𝑟𝑔(𝑧1) = 𝜃1 
𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2),    𝑎𝑟𝑔(𝑧2) = 𝜃2 
⟹ 𝑧1𝑧2 = [𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)]. [𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)] 

= 𝑟1𝑟2[(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)] 
= 𝑟1𝑟2[(cos 𝜃1 cos 𝜃2 − sin 𝜃1 sin 𝜃2) + 𝑖(cos 𝜃1 sin 𝜃2 + sin 𝜃1 cos 𝜃2)] 

⟹ 𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2[cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2)] 
𝑎𝑟𝑔(𝑧1𝑧2) = 𝜃1 + 𝜃2 = 𝑎𝑟𝑔(𝑧1) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧2) 

 

 

 

 

 
𝜃2 𝜃1 

𝑧1 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝑧2 

𝑧1 + 𝑧2 

𝜃1 + 𝜃2 

𝜃 =
3𝜋

4
 

𝑧 = −1 − 𝑖 

𝑦 

𝑥 

𝑧−1 = −
1

2
+
1

2
𝑖 

𝜃 =
5𝜋

4
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 اثبت ان   (6)

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧1
𝑧2
) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧1) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧2) 

 البرهان
𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1),    𝑎𝑟𝑔(𝑧1) = 𝜃1 

𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2),    𝑎𝑟𝑔(𝑧2) = 𝜃2 

⟹
𝑧1
𝑧2
=
𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)

𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)
 

=
𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)

𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)
.
(cos 𝜃2 − 𝑖 sin 𝜃2)

(cos 𝜃2 − 𝑖 sin 𝜃2)
 

=
𝑟1
𝑟2

[(cos 𝜃1 cos 𝜃2 + sin 𝜃1 sin 𝜃2) + 𝑖(− cos 𝜃1 sin 𝜃2 + sin 𝜃1 cos 𝜃2)]

cos2 𝜃2 + sin
2 𝜃2

 

⟹
𝑧1
𝑧2
=
𝑟1
𝑟2
[cos(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 − 𝜃2)] 

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧1
𝑧2
) = 𝜃1 − 𝜃2 

= 𝑎𝑟𝑔(𝑧1) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧2) 
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 مبرهنة دي موفري  (14.1)

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 
 عدد صحيح موجب 𝑛حيث 

cos   بواسطة مبرهنة دي موفري جد  مثال  2𝜃 sin  و 2𝜃   بدلالة منcos 𝜃 sin و 𝜃 

cos)                               :الحل 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)2 = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 
cos2 𝜃 − sin2 𝜃 + 2𝑖 cos 𝜃 sin 𝜃 = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 
⟹ cos 2𝜃 = cos2 𝜃 − sin2 𝜃 
⟹ sin 2𝜃 = 2 cos𝜃 sin 𝜃 

 صيغة اويلر (15.1)

 يعبر عن صيغة اويلر بالمتطابقة الاتية 

𝒆𝒊𝜽 = 𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝜽 
 بالصيغة الاتية  𝑧ويمكن كتابة العدد المعقد  

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝜽) = 𝒓𝒆𝒊𝜽 
 يمكن ان نعبر عن النظير الضربي كما يلي ومنها

𝒛−𝟏 =
𝟏

𝒓
𝒆−𝒊𝜽 

 ونعبر عن حاصل ضرب عددين معقدين كما يلي

𝒛𝟏. 𝒛𝟐 = (𝒓𝟏𝒆
𝒊𝜽𝟏). (𝒓𝟐𝒆

𝒊𝜽𝟐) = 𝒓𝟏𝒓𝟐𝒆
𝒊(𝜽𝟏+𝜽𝟐) 

 وكذلك عملية القسمة 

  
𝒛𝟏
𝒛𝟐
=
𝒓𝟏𝒆

𝒊𝜽𝟏

𝒓𝟐𝒆𝒊𝜽𝟐
=
𝒓𝟏
𝒓𝟐
𝒆𝒊(𝜽𝟏−𝜽𝟐) 
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cos   اثبت ان    مثال  𝜃 =
𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
  

  :الحل
𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 
𝑒𝑖(−𝜃) = cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃) ⟹ 𝑒−𝑖𝜃 = cos𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 + cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 = 2 cos 𝜃 

⟹ cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
 

 القوى للعدد المعقد (16.1)

𝑧اذا كان  = 𝑟𝑒𝑖𝜃  لا يساوي صفر فان القوى الصحيحة للعددz   تعطى بصيغة الاتية 

𝒛𝒏 = 𝒓𝒏𝒆𝒊𝒏𝜽, 𝒏 = 𝟎,±𝟏,±𝟐,… 

𝑧اذا كان    مثال  = 𝑟𝑒𝑖𝜃  وكان   عدد معقد𝑟 =  اثبت ان   1
𝑧3 = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃 

 :الحل

𝑧3 = 𝑒3𝑖𝜃 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)3 = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃    (   صيغة  دي موفري ) 

1)احسب     مثال  + 𝑖)8   
 :الحل

𝑟 = √2, 𝜃 = tan−1(1) =
𝜋

4
, 

1 + 𝑖 = √2𝑒(
𝜋
4𝑖) 

(1 + 𝑖)8 = (√2𝑒
𝜋
4𝑖)

8

= 24𝑒2𝜋𝑖 = 16(cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋) = 16(1 + 0) = 16 

 


