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 الʗالة الʙʸكبة  (7.2)

:ʱƅ݂كʧ نʙƅنƅة      ܤ ⟶ :݃ و   ܥ ܣ → نƊها دنƅة  ىتعʛف عل ݃݋݂ ويʛمƅ ʜه  ݃تʛكيب  ݂ فاندونل  ܤ :݃݋݂  ܣ ⟶ ሻݖሻሺ݃݋ሺ݂ وتعʛف كاʱƅاƅي  ܿ = ݂(݃ሺݖሻ), ݖ ∀ ∈  ܣ

≠ ݃݋݂  ماحظة:     ݂݋݃

ሻݖሺ݂ نذن كان    مʰال  = ሻݖሺ݃حيʘ نن  ଶݖ = ݖ + ͳ  ʙ݃݋݂:   ج ,    ݂݋݃

ሻݖሻ ሺ݃݋ሺ݂   :الʲل = ݂(݃ሺݖሻ) = ሺݖ + ͳሻଶ ሺ݂݃݋ሻ = ݃(݂ሺݖሻ) = ଶݖ + ͳ 

 اتالغاي (8.2)

ሻݖሺ݂يقال ƅلʙنƅة  = ૙ࢠ⟶ࢠܕ�ܔ وتكʱب  ଴ݖمʧ   ݖعʙʻما تقʛʱب  ଴ݓƅها غاية مʲل  ଴ݖنƅʺعʛفة بʳونت نʻƅقطة  ݓ ሻࢠሺࢌ = ࢝૙ 

ϵ∀ إذن وفقط إذن  > Ͳ, ∃ � > Ͳ ,Ͳ < ݖ| − |଴ݖ < � ⇒ ݓ| − |଴ݓ < ϵ 
ሻݖሺ݂وهʚ يعʻي نƊه نن قيʺة نʙƅنƅة  =  ي଴ݖقʛبيه جʙن مʧ  ݖعʙʻما  ଴ݓتʸبح قʛيبة مʧ  ݓ

 

 

 

 

 

فاƊه   ݕݔفي نʱʶʺƅوȑ  �وʸƊف قطʛها  ଴ݖنʷƅكل يوضح مفهوم ناقʛʱنب أȑ نن نƅعʻاصʛ نʱƅي تقع في دنئʛة مʛكʜها 
 ي ݒݑفي نʱʶʺƅوʸƊ߳  ȑف قطʛها  و  ଴ݓجʺيع نʸƅوت ƅهƋʚ نƅعʻاصʛ تقع في دنئʛة أخȐʛ مʛكʜها 
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 ماحظات 

  قطةʻƅقاط جونت نʻƅفة علة جʺيع نʛة معƅʙƅب نن تكون نʳغاية يƅيف نʛتع ʧݖم଴ 

  ب بهʛʱي تقʱƅن Ƌاʳط ناتʛʱʷي ʦƅݖ଴  ʧيݖم 

  ي يكون فيهاʱƅة نƅاʴƅل نʺʷيƅ غايةƅيف نʛعʱƅتوسيع ن ʧݖيʺك଴  ققʴك بأن تƅة وذƅنʙƅطلق نʻʺƅ يطيةʴقطة مƊ
ݖ| ةوتʴقق نʱʺƅبايʻ مʻطلق نʙƅنƅةنʱƅي تقع في  ناوƅى مʧ نʱƅعʛيف نʱʺƅبايʻة − |଴ݖ ൑  ي �

ݖʹl�m௭⟶ଶ�−ଵሺ نثبʗ نن        مʰال  + ͵ሻ = Ͷ� + ͳ 

Ɗ ϵفʛس نن   :الʲل > Ͳ  نن ʘيʴب  |݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ  

  ʙه يوجƊن ʧهʛبƊ ب ننʳنذن ي� > Ͳ   نن ʘيʴݖ|  ب − ሺʹ� − ͳሻ| < �      |݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ  ⇒ |ሺʹݖ + ͵ሻ − ሺͶ� − ͳሻ| < ϵ ⇒ ݖʹ| − Ͷ� + ʹ| < ϵ ,     ⇒ ݖ||ʹ| − ሺʹ� − ͳሻ| < ϵ ,       ሺ|ʹ| = ʹ  ሻ ⇒ ݖ| − ሺʹ� − ͳሻ| < ϵʹ  , ,       ሺʹ ϰϠع ϡنقس  ሻ �݁ݐ � = ϵʹ ⇒ ݖ| − ሺʹ� − ͳሻ| < � 

ݖʹl�m௭⟶ଶ�−ଵሺ نذن       + ͵ሻ = Ͷ� + ͳ 

ሻݖƅ :݂ሺيكʧ مبʙهʹة  = ,ݔሺݑ ሻݕ + ,ݔሺݒ� ଴ݖو  ሻݕ = ଴ݔ + ଴ݓو  ଴ݕ� = ଴ݑ + فأن  ଴ݒ� l�m௭⟶௭బ ݂ሺݖሻ = l�m௫⟶௫బ كان:  نذن فقط نذن  ଴ݓ ,ݔሺݑ ሻݕ = ,    ଴ݑ l�m௬⟶௬బ ,ݔሺݒ ሻݕ =  ଴ݒ

ƅ :l�m௭⟶௭బيكʧ مبʙهʹة   ݂ሺݖሻ = l�m௭⟶௭బو    ܣ ݃ሺݖሻ =  فأن    ܤ
 l�m௭⟶௭బ[݂ሺݖሻ ∓ ݃ሺݖሻ] = ܣ ∓  ܤ

 l�m௭⟶௭బ[݂ሺݖሻ. ݃ሺݖሻ] = .ܣ  ܤ

 l�m௭⟶௭బ [௙ሺ௭ሻ௚ሺ௭ሻ] = ஺஻ , ܤ ≠ Ͳ 

 l�m௭⟶௭బ|݂ሺݖሻ| =   |ܣ|
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l�m௭⟶଴نثبʗ نن  نƅغاية ناتية      :مʰال ௭௭    موجودة ʛغي 

ݖƊفʛس نن    :الʲل = ݔ + ݖ  فأن    ݕ� = ݔ −   ݕ�

ݕمʧ نʴƅوت نʴƅقيقي فأن  0مʧ   ݖنان عʙʻما يقʛʱب   = Ͳ فأن l�m௭⟶଴ ݖݖ = l�m௭⟶଴ ݔݔ = ͳ = �ଵ 

ݔمʧ نʴƅوت نʵƅياƅي فأن  0مʧ   ݖوعʙʻما يقʛʱب  = Ͳ فأن l�m௭⟶଴ ݖݖ = l�m௭⟶଴ ݕ�ݕ�− = −ͳ = �ଶ ฺ �ଵ ≠ �ଶ 

 نذن نƅغاية غيʛ موجودة

 

Exercises (6)  

ݓنذن كان  .1 = ݂ሺݖሻ = ଶݖ + ͳ يأتي ʧكا م ʙʳف ݂ሺ−ʹ + �ሻ , ݂ሺͳ − ͵�ሻ , ݂ሺ�ሻ 
ݓ    .܉ جʙ نʳʺƅال )نʻʺƅطلق( ƅلʙونل ناتية  .2 = ͳݖ ݓ    .܊                         = ݖ − ͳݖ + ͳ ݓ    .܋                  = ͳݖଶ + ͳ       ݓ    .܌ = ݖݖ + ݖ ݓ    .܍                 = ݖݖ − ݖ ݓ   .܎                   = ͳͳ −  |ݖ|
ݓنʱƄب نʙƅونل ناتية بʸيغة  .3 = ,ݔሺݑ ሻݕ + ,ݔሺݒ�  ሻݕ

a. ݓ = ଷݖ
 

b. ݓ = ଵ௭మ 
c. ݓ = ʹ(݁��)ଵ଴

 

l�m௭⟶ଵ نثبʗ نن   .4 �௭ଶ = �ଶ 

l�m௭⟶ଵنثبʗ نن  .5 ݖ�ʹ = ʹ� 

l�m௭⟶଴نثبʗ نن  نƅغاية ناتية    .6 ௭|௭|   موجودة ʛغي 
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 ʥاثيʸ6حل ت  

ݓنذن كان  ي1 = ݂ሺݖሻ = ଶݖ + ͳ يأتي ʧكا م ʙʳف ݂ሺ−ʹ + �ሻ , ݂ሺͳ − ͵�ሻ , ݂ሺ�ሻ ݂ሺ−ʹ + �ሻ = ሺ−ʹ + �ሻଶ + ͳ = Ͷ − Ͷ� − ͳ + ͳ = Ͷ − Ͷ� ݂ሺͳ − ͵�ሻ = ሺͳ − ͵�ሻଶ + ͳ = ͳ − ͸� − ͻ + ͳ = −͹ − ͻ� ݂ሺ�ሻ = �ଶ + ͳ = Ͳ 

 

 جʙ نʳʺƅال )نʻʺƅطلق( ƅلʙونل ناتية  ي2

a. ݓ = ଵ௭ ௪ܦ       ,   = ℂ/{Ͳ} 
b. ݓ = ௭−ଵ௭+ଵ ௪ܦ     , = ,ℂ߳ݖ} ݖ ≠ −�ସ� , ݊ = ͳ,ʹ,͵, . . } 
c. ݓ = ଵ௭మ+ଵ ௪ܦ   , = ,ℂ߳ݖ} ݖ ≠ �ଶሺଵ+ଶ�ሻ, ݊ = Ͳ,ͳ,ʹ, … } 

d. ݓ = ௭௭+௭ ௪ܦ    , = ,ℂ߳ݖ} ݖ ≠ Ͳ & ܴሺݖሻ ≠ Ͳ} 
e. ݓ = ௭௭−௭ ௪ܦ    , = ,ℂ߳ݖ} ݖ ≠ Ͳ & ܫሺݖሻ ≠ Ͳ} 
f. ݓ = ଵଵ−|௭| , ௪ܦ = ℂ/{−ͳ,ͳ, −�, �} 

ݓنʱƄب نʙƅونل ناتية بʸيغة  ي3 = ,ݔሺݑ ሻݕ + ,ݔሺݒ�  ሻݕ

a. ݓ = ଷݖ
ݓ  = ଷݖ = ሺݔ + ሻଷݕ� = ଷݔ + ሻݕ�ଶሺݔ͵ + ሻଶݕ�ሺݔ͵ + ሺ�ݕሻଷ

 = ሺݔଷ − ଶሻݕݔ͵ + �ሺ͵ݔଶݕ −  ሻݕ
b. ݓ = ଵ௭మ ݓ = ͳݖଶ = ͳሺݔ + ሻଶݕ� = ͳݔଶ − ଶݕ + ଶݔ ݕݔ�ʹ − ଶݕ − ଶݔݕݔ�ʹ − ଶݕ −  ݕݔ�ʹ

= ଶݔ − ଶݔଶሺݕ − ଶሻଶݕ + ሺʹݕݔሻଶ − � ଶݔሺݕݔʹ − ଶሻଶݕ + ሺʹݕݔሻଶ 

c. ݓ = ʹ(݁��)ଵ଴
ݓ  = ʹ݁ଵ଴�� = ʹcosሺͳͲ�ሻ + ʹ�s�nሺͳͲ�ሻ 
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l�m௭⟶ଵ نثبʗ نن    ي4 �௭ଶ = �ଶ 

Ɗϵفʛس نن    :الʲل > Ͳ    نن ʘيʴب|݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ  

  ʙه يوجƊن ʧهʛبƊ ب ننʳنذن ي� > Ͳ   نن ʘيʴݖ|  ب − ͳ| < � |݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ ⇒ ݖʹ�| − �ʹ | < ϵ 
⇒ |�ሺݖ − ͳሻʹ | < ϵ ,              
⇒ ݖ||�| − ͳ||ʹ| < ϵ    ,   ሺ, ሺ|ʹ| = ʹሻ|�| = ͳ ببʶƅنሻ ⇒ ݖ| − ͳ| < ʹϵ ,         ሺʹ في Ώنضر  ሻ �݁ݐ � = ʹϵ ⇒ ݖ| − ͳ| < � ⇒  l�m௭⟶ଵ ݖʹ� = �ʹ

 

l�m௭⟶ଵنثبʗ نن  ي5 ݖ�ʹ = ʹ� 

Ɗϵفʛس نن    :الʲل > Ͳ    نن ʘيʴب|݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ   ʙه يوجƊن ʧهʛبƊ ب ننʳنذن ي� > Ͳ  
ݖ|  بʴيʘ نن  − ͳ| < � |݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ ⇒ ݖ�ʹ| − ሺʹ�ሻ| < ϵ  ⇒ ݖ||�ʹ| − ͳ| < ϵ  ⇒ ݖ|ʹ − ͳ| < ϵ     , ሺ|ʹ�| = ⇒ ሻنʶƅبب ʹ ݖ| − ͳ| < ϵʹ        ,            ሺʹ ϰϠع ϡنقس   ሻ �݁ݐ � = ϵʹ ⇒ ݖ| − ͳ| < � ⇒ l�m௭⟶ଵ ݖ�ʹ = ʹ� 

l�m௭⟶଴نثبʗ نن  نƅغاية ناتية    ي6 ௭|௭|   موجودة ʛغي 

ݖƊفʛس نن    :الʲل = ݔ + ݖفأن      ݕ� = ݔ −   ݕ�

ݕفأن  ݔمʧ نʴƅوت  0مʧ   ݖنان عʙʻما يقʛʱب   = Ͳ فأن      l�m௭⟶଴ ௭|௭| = l�m௭⟶଴ ௫௫ = ͳ = �ଵ 

ݔفأن  ݕمʧ نʴƅوت  0مʧ   ݖوعʙʻما يقʛʱب  = Ͳ فأن      l�m௭⟶଴ ௭|௭| = l�m௭⟶଴ −�௬�௬ = −ͳ = �ଶ ฺ �ଵ ≠ �ଶ    نذن نƅغاية غيʛ موجودة
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 ااسʙʸʯاثية  (9.2)

 نذن حققʗ نʛʷƅوط ناتية  ܦفي  ଴� مʛʺʱʶة عʙʻ نʻƅقطة نʙƅنƅة  ݂تكون 

(1) ݂ሺ�଴ሻ  موجودة  

(2) l�m௭⟶௭బ ݂ሺݖሻ   موجودة 

(3) ݂ሺ�଴ሻ = l�m௭⟶௭బ ݂ሺݖሻ 
ሻݖሺ݂ تكون نʙƅنƅة أȑ نن  = ϵنذن كان ƅكل  ଴ݖنʻƅقطة نƊها مʛʺʱʶة في  ଴ݖنƅʺعʛفة بʳونت نʻƅقطة  ݓ > Ͳ   ʙيوج � > Ͳ  نن ʘيʴب|݂ሺݖሻ − ݂ሺݖ଴ሻ| < ϵ    ماʙʻݖ|ع − |଴ݖ < � 
 فأن   ଴ݖمʛʺʱʶتيʧ عʙʻ نʻƅقطة   ሻݖሺ݃و    ሻݖሺ݂: إذن كاʗƊ نʙƅنʱƅان  مبʙهʹة 

 ݂ሺݖሻ ∓ ݃ሺݖሻ ฺ ଴ݖ   مʛʺʱʶة عʙʻ نʻƅقطة     

 ݂ሺݖሻ. ݃ሺݖሻ  ฺ مʛʺʱʶة عʙʻ نʻƅقطة  ଴ݖ    

 ௙ሺ௭ሻ௚ሺ௭ሻ    ฺ  ݃ሺݖሻ ≠ Ͳ طʛʷݖ ب଴ قطةʻƅن ʙʻة عʛʺʱʶم   
ሻݖሺ݂ هل نʙƅنƅة ناتية  مʰال  = �௭ଶ  قطةʻƅن ʙʻة عʛʺʱʶݖم଴ = ͳ    

ሺͳሻ݂ :الʲل =  l�m௭⟶ଵ ݖʹ� = �ʹ
 

ݖنذن نʙƅنƅة مʛʺʱʶة عʙʻ نʻƅقطة               = ͳي 

ሻݖሺ݂ هل نʙƅنƅة ناتية مʰال  = ଵ௭మ+ସ  قطةʻƅن ʙʻة عʛʺʱʶݖم଴ = ʹ�   

ሺʹ�ሻ݂       :الʲل = ଵሺଶ�ሻమ+ସ غيʛ موجودة )ƅʺاذن؟(     ฺ   

             ʛة غيƅنʙƅقطة  نذن نʻƅن ʙʻة عʛʺʱʶمʹ� 

 


