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= ( lim
∆𝑧→0

𝑧 (∆𝑧)

∆𝑧
) + (𝑧) 

𝑧∆وباعتبار ان  = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦 ،𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ينتج 

= lim
∆𝑧→0

(𝑥 + 𝑖𝑦)(∆𝑥 − 𝑖∆𝑦)

∆𝑥 + 𝑖∆𝑦
+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

𝑧∆ عندما الان  → 𝑦∆من على مسار يوازي المحور الحقيقي نحصل على  0 =  نعوض  0

𝑓′(𝑧) = lim
∆𝑧→0

(𝑥 + 𝑖𝑦)(∆𝑥)

∆𝑥
+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= lim
∆𝑧→0

2𝑥 

= 2𝑥 = 𝐿1 
𝑧∆ عندماو  → 𝑥∆من على مسار يوازي المحور الخيالي نحصل على  0 =  نعوض  0

𝑓′(𝑧) =  lim
∆𝑧→0

(𝑥 + 𝑖𝑦)(−𝑖∆𝑦)

𝑖∆𝑦
+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= lim
∆𝑧→0

−(𝑥 + 𝑖𝑦) + (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= −2𝑦𝑖 = 𝐿2 

𝐿1بما ان  ≠ 𝐿2  

 اذن المشتقة غير موجودة            
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 ريمان  -معادلة كوشي (13.2)

𝑓(𝑧)لدالة ا = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦)  تكون قابلة للاشتقاق عند النقطة𝑧0 = 𝑥0 + 𝑦0  اذا حققت الشرطين
 الآتيين:

,𝑢ان تكون جميع المشتقات الجزئية للدالتين  الشرط الأول: 𝑣 موجودة ومستمرة عند جوار 𝑧0    في المنطقة𝐷  أي ان
𝑢𝑥 , 𝑢𝑦 , 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 موجودة ومستمرة عند جوار 𝑧0    في المنطقة𝐷. 

 ريمان –إذا حققت معادلتي كوشي  الثاني:الشرط 
𝝏𝒖

𝝏𝒙
=
𝝏𝒗

𝝏𝒚
      

𝝏𝒖

𝝏𝒚
= −

𝝏𝒗

𝝏𝒙
 

𝑓′(𝑧)اما بالصيغة   𝑧ويعبر عن المشتقة عند النقطة  = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥    أو بالصيغة𝑓′(𝑧) = 𝑣𝑦 + 𝑖𝑢𝑦. 

 بين فيما إذا كانت الدوال الاتية قابلة للاشتقاق ام لا؟  مثال 
(𝟏)   𝑓(𝑧) = 𝑧2         ,      (𝟐)   𝑓(𝑧) = 𝑧    

 :الحل
(𝟏)   𝑓(𝑧) = 𝑧2 , 

𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥    ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑦     

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦 ,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥 

𝑢𝑥اذنن جميع المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ريمان –موجودة ومستمرة وكذلك الدالة تحقق معادلتي كوشي 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥     ,            

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑦 

𝑓(𝑧) اذن الدالة  = 𝑧2  قابلة للاشتقاق 
𝑓′(𝑧) = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥 ⟹  𝑓′(𝑧) = 2𝑥 + 𝑖2𝑦  ⟹  𝑓′(𝑧) = 2(𝑥 + 𝑖𝑦) ⟹  𝑓′(𝑧) = 2𝑧 
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 (𝟐)   𝑓(𝑧) = 𝑧 , 
𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑥 − 𝑖𝑦 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥   , 𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑦 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 1           ,         

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0           ,         

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −1 

𝑢𝑥المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦 , 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 ريمان لان –معادلتي كوشي  قموجودة ومستمرة ولكن الدالة  لا تحق 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
≠
𝜕𝑣

𝜕𝑦
 

𝑓(𝑧) اذن الدوال = 𝑧   قابلة للاشتقاق .غير 

 الدالة التحليلية (14.2)

𝑤يقال ان الدالة  = 𝑓(𝑧)    انها تحليلية في النقطة𝑧0  اذا كانت قابلة للاشتقاق في النقطة𝑧0  وفي جوار النقطة
𝑧0 . 
𝑤يقال ان الدالة و  = 𝑓(𝑧)   منطقةانها تحليلية في ال 𝐷  تحليلية في جميع نقاط المنطقة اذا كانت𝐷 . 

𝑓(𝑧) الدالة الاتية عند أي نقطة تكون     مثال = 𝑥2 + 𝑖𝑦2  منطقةفي ال تحليليةدالة 𝐷   

 الحل:
𝑓(𝑧) = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 ⟹   𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥        ,          

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0   

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0          ,          

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑦 

𝑢𝑥اذن جميع المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ريمان فان –موجودة ومستمرة ، اما بالنسبة معادلتي كوشي 

  
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0     

   ولكي تكون 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑥يجب ان     = 𝑦  . 

𝑅(𝑓(𝑧))يكون الجزء الحقيقي والخيالي متساويان أي  تحليلية عندما 𝑓اذن تكون الدالة  = 𝐼(𝑓(𝑧)). 
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𝑓(𝑧) الاتية برهن ان الدالة  مثال = |𝑧|2  قابلة للاشتقاق عند𝑧 =   عند تلك النقطة تحليليةولكنها ليست  0

𝑧موجودة عند  أولا نبرهن ان المشتقة :الحل =   ) نستخدم التعريف لإيجاد المشتقة( 0

𝑓′(𝑧) = lim
∆𝑧→0

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)

∆𝑧
= lim

∆𝑧→0

|𝑧 + ∆𝑧|2 − |𝑧|2

∆𝑧
 

= lim
∆𝑧→0

(𝑧 + ∆𝑧)(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑧𝑧

∆𝑧
 

= lim
∆𝑧→0

𝑧𝑧 + 𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧 − 𝑧𝑧

∆𝑧
 

= lim
∆𝑧→0

𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧

∆𝑧
 

= lim
∆𝑧→0

𝑧∆𝑧

∆𝑧
+ 𝑧 + ∆𝑧                      …………… . . . (1) 

𝑧إذا كانت  =  ( نحصل1نعوض في المعادلة ) 0

𝑓′(0) = lim
∆𝑧→0

(
(0)∆𝑧

∆𝑧
+ (0) + ∆𝑧) = lim

∆𝑧→0
∆𝑧 = 0 

𝑧 اذن المشتقة موجودة عند النقطة = 𝑓′(0)وتساوي   0 = 0 

𝑧الان نبرهن ان الدالة ليست تحليلية عند  = 𝑧اي نبرهن المشتقة الدالة غير موجودة بجوار النقطة ،  0 = 0 
𝑧اذا كانت  ≠ 𝑧∆حقيقية أي ان  𝑧∆وكانت  0 = ∆𝑥  ,   اذن∆𝑧 = ∆𝑥 ( نحصل1نعوض في المعادلة ) 

𝑓′(𝑧) =  lim
∆𝑧→0

𝑧∆𝑧

∆𝑧
+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim

∆𝑥→0

𝑧∆𝑥

∆𝑥
+ 𝑧 + ∆𝑥 = 𝑧 + 𝑧  

𝑓′(𝑧) =  𝑧 + 𝑧                                                                                          …………… . . (2) 
𝑧∆خيالية  أي ان  𝑧∆اما اذا كانت  = 𝑖∆𝑦   اذن∆𝑧 = −𝑖∆𝑦 نعوض في المعادلة )*( نحصل 

𝑓′(𝑧) =  lim
∆𝑧→0

𝑧∆𝑧

∆𝑧
+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim

∆𝑦→0

−𝑖𝑧∆𝑦

𝑖∆𝑦
+ 𝑧 − 𝑖∆𝑦 = −𝑧 + 𝑧    

𝑓′(𝑧) = −𝑧 + 𝑧                                                                                        …………… . . (3) 
z( غير متساويتين فأن المشتقة غير موجودة بجور النقطة3( و)2بما ان المعادلتين ) = 0  . 

zاذن الدالة ليست تحليلية عند  = 0 . 
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 الدالة الكلية (15.2)

𝑤ويقال ان الدالة  = 𝑓(𝑧)    المستوي المعقداذا كانت تحليلية في جميع نقاط  كليةانها . 

𝑓(𝑧)هل الدالة الاتية   مثال = 𝑧2 كلية  
 الدالة تحليلية في جميع نقاط المستوي المعقد اذن الدالة كلية.: الحل

 النقاط الشاذة (16.2)
𝑤الدالة  تكون  = 𝑓(𝑧)  النقطة جوار  تحليلية في𝑧0  عندماعدا 𝑧0 نقطة ال نفسها فأن𝑧0 . تسمى نقطة شاذة 
𝑤جد النقاط الشاذة الدالة الاتية   مثال = 𝑓(𝑧) =

𝑧+1

𝑧−1
  

𝑓′(𝑧)                                                                   : الحل =
2

(𝑧−1)2
 

𝑧اذن المشتقة غير موجودة عند النقطة  =  .{1}، اذن النقطة الشاذة هي  1
 : اتملاحظ

 دالة متعدد الحدود تكون تحليلية لجميع نقاط المستوى المعقد، أي انها تكون دالة كلية.  (1)
𝑤اذا كانت الدالة  (2) = 𝑓(𝑧)    التحليلية في المنطقة𝐷  فأن الدالة𝑓(𝑧)  ريمان –تحقق معادلتي كوشي. 
,𝑔(𝑧)تان اذا كانت الدال  (3) 𝑓(𝑧)    تحليلية في المنطقة ل ادو𝐷 كلا من يأتي دوال تحليلية : فأن 

𝑓(𝑧) ± 𝑔(𝑧) , 𝑓(𝑧). 𝑔(𝑧)      ,        
𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)
 , 𝑔(z) ≠ 0      

Exercises (8)  
 بين فيما إذا كانت الدوال الاتية قابلة للاشتقاق ام لا؟  (1)

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧        ,             (𝐈𝐈)     𝑓(𝑧) = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  
 ام لا؟تحليلية بين فيما إذا كانت الدوال الاتية  (2)

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒𝑍         ,           (𝐈𝐈) 𝑓(𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑖𝑦 
𝑓(𝑧) الة الد هل (3) = 𝑒𝑧 ؟ دالة كلية 
𝑓(𝑧)اثبت ان الدالة  (4) = (𝑧)2 ليست دالة كلية؟ 
𝑓(𝑧)لدالة الاتية  لجد النقاط الشاذة  (5) =

𝑧+2

𝑧−2
 

𝑤اذا كانت الدالة برهن  (6) = 𝑓(𝑧)    التحليلية في المنطقة𝐷  ريمان. –فأن الدالة تحقق معادلتي كوشي 
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8حل التمارين   

 بين فيما إذا كانت الدوال الاتية قابلة للاشتقاق ام لا؟ (1)
(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧   , (𝐈𝐈)   𝑓(𝑧) = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  

 :الحل

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥−𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒−𝑖𝑦 
= 𝑒𝑥(cos 𝑦 − 𝑖 sin 𝑦) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦     ,             𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑒𝑥 sin 𝑦 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥 cos 𝑦          ,             

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝑒𝑥 sin 𝑦    

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝑒𝑥 sin 𝑦      ,              

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝑒𝑥 cos 𝑦 

𝑢𝑥اذنن جميع المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ريمان –موجودة ومستمرة ولكن الدالة لا تحقق معادلتي كوشي 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
≠
𝜕𝑣

𝜕𝑦
,            

𝜕𝑢

𝜕𝑦
≠ −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝑓(𝑧) اذن الدالة  = 𝑒𝑧   قابلة للاشتقاق.غير 
  
(𝐈𝐈)   𝑓(𝑧) = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  

𝑢(𝑥, 𝑦) = 3𝑥 + 𝑦    ,             𝑣(𝑥, 𝑦) = 3𝑦 − 𝑥 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 3                   ,                  

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −1    

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 1                  ,                   

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 3 

𝑢𝑥اذنن جميع المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ريمان –موجودة ومستمرة وايضاً الدالة تحقق معادلتي كوشي 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 3,            

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 1 

𝑓(𝑧) اذن الدالة  = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  .قابلة للاشتقاق 
𝑓′(𝑧) = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥 ⟹  𝑓′(𝑧) = 3 − 𝑖 . 
 


