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 ام لا؟تحليلية بين فيما إذا كانت الدوال الاتية  (2)
(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒𝑍   , (𝐈𝐈) 𝑓(𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑖𝑦 

 :الحل
(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒𝑍 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦     ,             𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 sin 𝑦 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥 cos 𝑦          ,             

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥 sin 𝑦    

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝑒𝑥 sin 𝑦      ,              

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥 cos 𝑦 

𝑢𝑥اذنن جميع المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ريمان –موجودة ومستمرة الدالة تحقق معادلتي كوشي 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥 cos 𝑦 ,            

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝑒𝑥 sin 𝑦 

𝑓(𝑧) اذن الدالة  = 𝑒𝑧  دالة تحليلية. 

𝑓(𝑧)   بين فيما إذا كانت الدوال (3) = 𝑒𝑧 ام لا؟ كلية 
𝑓(𝑧)تحليلية  الدالة :الحل = 𝑒𝑧 .في جميع نقاط المستوي المعقد اذن الدالة كلية 

𝑓(𝑧)اثبت ان الدالة    (4) = (𝑧)2 ليست دالة كلية؟ 

𝑓(𝑧)               :الحل = (𝑥 + 𝑖𝑦 )
2
= 𝑓(𝑧) = (𝑥 − 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑖𝑥𝑦      

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑣(𝑥, 𝑦) = −2𝑥𝑦 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥              ,           

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑦  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦         ,             

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −2𝑥 

𝑢𝑥اذن جميع المشتقات الجزئية   , 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦  ، لانريمان  –معادلتي كوشي  والدالة لاموجودة ومستمرة 

  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
≠
𝜕𝑣

𝜕𝑦
      ,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
≠ −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
   

 اذن الدالة ليست تحليلية اذن الدالة ليست كلية

𝑓(𝑧)جد النقاط الشاذة الدالة الاتية   (5) =
𝑧+2

𝑧−2
 

𝑧اذن المشتقة غير موجودة عند النقطة   :الحل =  {2}النقاط الشاذة هي   2
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 الدوال التوافقية   (17.2)

,𝑢(𝑥لدالة ا 𝑦) :تكون دالة توافقية اذا حققت الشرطين الآتيين 

 أي ان  𝐷موجودة ومستمرة في المنطقة  𝑢ان تكون جميع المشتقات الجزئية الأولى والثانية للدالة  :الشرط الأول

 تحقق معادلة لابلاس :الشرط الثاني

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
= 𝟎 

 :اتملاحظ

𝑓(𝑧)اذا كانت الدالة  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)   التحليلية في المنطقة𝐷  فأن الدالة𝑓(𝑧)  فأن كلًا من
𝑢(𝑥, 𝑦) , 𝑣(𝑥, 𝑦)  .دوال توافقية 

,𝑢(𝑥اذا كانت الدالة   𝑦) فأن الدالة   دالة توافقية𝑣(𝑥, 𝑦)  الة دلل مرافق توافقيتسمى𝑢(𝑥, 𝑦)  . 

,𝑢(𝑥اثبت ان الدالة   مثال  𝑦) = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦   دالة توافقية: 

 :الحل
𝑢𝑥 = −6𝑥𝑦              , 𝑢𝑦 = 3𝑦2 − 3𝑥2 
𝑢𝑥𝑥 = −6𝑦              ,          𝑢𝑦𝑦 =   6𝑦 
⇒ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 =   6𝑦 − 6𝑦 = 0 

 . دالة توافقية 𝑢الدالة تحقق معادلة لابلاس ، اذن الدالة ومستمرة و بما ان جميع المشتقات الجزئية موجودة  

𝑓(𝑧)اذا كنت دالة  مثال = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  المرافق التوافقي الدالة:      جد التحليلية 
 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦 

 ريمان -اذن تحقق معادلتي كوشي تحليلية 𝑓(𝑧)بما ان الدالة : الحل

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 = −6𝑥𝑦 

,𝑣(𝑥لنحصل على   𝑦بالنسبة لـ  𝑣𝑦الان نكامل   𝑦)  اذن 
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𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫−6𝑥𝑦 𝑑𝑦 = −6𝑥
(𝑦)2

2
+ 𝑞(𝑥) 

𝑣(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦2 + 𝑞(𝑥)                                     ………(1) 
,𝑣(𝑥ذلك لان الدالة و   𝐶ليس ثابتو  𝑞(𝑥))ملاحظة اضفنا الدالة  𝑦) ).ذات المتغيرين 

,𝑣(𝑥وذلك عن طريق اشتقاق الدالة   𝑞(𝑥)نجد الدالة    الان 𝑦)   بالنسبة لـ𝑥  لنحصل 
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −3𝑦2 +

𝑑𝑞

𝑑𝑥
 

  من معادلة كوشي ريمان 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 نحصل  

  3𝑦2 − 3𝑥2 = 3𝑦2 −
𝑑𝑞

𝑑𝑥
 

𝑑𝑞بمقارنة الطرفين نحصل على 

𝑑𝑥
= 3𝑥2   نكامل بالنسبة لـ𝑥   لنحصل على 

𝑞(𝑥) = ∫3𝑥2𝑑𝑥 = 𝑥3 + 𝐶                                    ………(2) 

 𝑣( لنحصل على الدالة 1( في )2، نعوض ) (واحد متغير ذات 𝑞(𝑥)  ذلك لان الدالةو  𝐶ثابت )ملاحظة اضفنا 

𝑣(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦2 + 𝑥3 + 𝐶 

,𝑢(𝑥اذا كنت  مثال 𝑦) = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦2 + 𝑥3 + 𝐶   اكتب𝑓(𝑧)  بدلالة المتغير𝑧: 

                :الحل
𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 

= (𝑦3 − 3𝑥2𝑦) + 𝑖(−3𝑥𝑦2 + 𝑥3 + 𝐶) 

= 𝑦3 − 3𝑥2𝑦 − 3𝑖𝑥𝑦2 + 𝑖𝑥3 + 𝑖𝐶 
= 𝑖[(𝑥3 − 3𝑥2𝑦 + 3𝑖𝑥𝑦2 + 𝑖𝑦3) + 𝐶] 
= 𝑖[(𝑥 + 𝑖𝑦)3 + 𝐶] = 𝑖(𝑧3 + 𝐶) 
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𝑓(𝑧)اذا كنت دالة  مثال = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  المرافق التوافقي الدالة: التحليلية جد 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑥3 + 3𝑥𝑦2 

 ريمان -تحليلية اذن تحقق معادلتي كوشي 𝑓(𝑧): بما ان الدالة الحل

𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 = 2 − 3𝑥2 + 3𝑦2 

,𝑣(𝑥لنحصل على   𝑦بالنسبة لـ  𝑣𝑦الان نكامل   𝑦)  اذن 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫2 − 3𝑥2 + 3𝑦2 𝑑𝑦 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 3𝑦𝑥2 + 𝑦3 + 𝑞(𝑥)                       ………(1) 
,𝑣(𝑥وذلك عن طريق اشتقاق الدالة   𝑞(𝑥)الان نجد الدالة  𝑦)   بالنسبة لـ𝑥  لنحصل 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −6𝑦𝑥 +

𝑑𝑞

𝑑𝑥
 

  من معادلة كوشي ريمان 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 نحصل  

6𝑥𝑦 = −(−6𝑦𝑥 +
𝑑𝑞

𝑑𝑥
) 

𝑑𝑞بمقارنة الطرفين نحصل على 

𝑑𝑥
=  لنحصل على   𝑥نكامل بالنسبة لـ   0

𝑞(𝑥) = 𝐶                                                     ………(2) 
,𝑣(𝑥( لنحصل على الدالة 1( في )2نعوض ) 𝑦), :وكما يلي 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 3𝑦𝑥2 + 𝑦3 + 𝐶 

Exercises (9)  
 الدوال الاتية تاذا كان

(𝐈)       𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥(1 − 𝑦) ,                    (𝐈𝐈)        𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥(𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 sin 𝑦) 
 : لهذه الدوال تحققهل معادلة لابلاس  .1
 :  لكل دالةالمرافق التوافقي جد  .2
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 9حل التمارين 
(𝐈)           𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥(1 − 𝑦) 

 الحل
 هل المعادلة تحقق معادلة لابلاس   .1

𝑢𝑥 = 2(1 − 𝑦)       ,           𝑢𝑦 = −2𝑥 
𝑢𝑥𝑥 = 0                   ,            𝑢𝑦𝑦 = 0               ⇒  𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 =   0 − 0 = 0 

,𝑢(𝑥اذن الدالة  𝑦) = 2𝑥(1 − 𝑦)  .تحقق معادلة لابلاس 

  المرافق التوافقيإيجاد  .2
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 = 2(1 − 𝑦): 

,𝑣(𝑥لنحصل على   𝑦بالنسبة لـ  𝑣𝑦الان نكامل   𝑦)  اذن 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫2(1 − 𝑦) 𝑑𝑦 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 𝑦2 + 𝑞(𝑥)                                    ………(1) 
,𝑣(𝑥وذلك عن طريق اشتقاق الدالة   𝑞(𝑥)الان نجد الدالة  𝑦)   بالنسبة لـ𝑥  لنحصل 

𝑣𝑥 = 𝑞′(𝑥) 
𝑢𝑦  من معادلة كوشي ريمان  = −𝑣𝑥  نحصل 

−2𝑥 = −𝑞′(𝑥) 

𝑞′(𝑥)بمقارنة الطرفين نحصل على  = 2𝑥   نكامل بالنسبة لـ𝑥   لنحصل على 

𝑞(𝑥) = ∫2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝐶                                     ………(2) 

  𝑣( لنحصل على الدالة 1( في )2نعوض )

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 𝑦2 + 𝑥2 + 𝐶 
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(𝐈𝐈)           𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥(cos 𝑦 + sin 𝑦) 
 الحل

 هل المعادلة تحقق معادلة لابلاس   .1
⇒ 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥 cos 𝑦 + 𝑒−𝑥 sin 𝑦 
𝑢𝑥 = −𝑒−𝑥 cos 𝑦 − 𝑒−𝑥 sin 𝑦     ,     𝑢𝑦 = −𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 cos 𝑦 
𝑢𝑥𝑥 = 𝑒−𝑥 cos 𝑦 + 𝑒−𝑥 sin 𝑦      ,     𝑢𝑦𝑦 = −𝑒−𝑥 cos 𝑦  − 𝑒−𝑥 sin 𝑦 
⇒ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 =  𝑒

−𝑥 cos 𝑦 + 𝑒−𝑥 sin 𝑦 − 𝑒−𝑥 cos 𝑦  − 𝑒−𝑥 sin 𝑦 = 0  

,𝑢(𝑥اذن الدالة  𝑦) = 𝑒−𝑥(cos 𝑦 + sin 𝑦)  .تحقق معادلة لابلاس 

  التوافقيالمرافق إيجاد  .2
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦 = −𝑒−𝑥 cos 𝑦 − 𝑒−𝑥 sin 𝑦 

,𝑣(𝑥لنحصل على   𝑦بالنسبة لـ  𝑣𝑦الان نكامل   𝑦)  اذن 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∫−𝑒−𝑥 cos 𝑦 − 𝑒−𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑦 

𝑣(𝑥, 𝑦) = − 𝑒−𝑥sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 cos 𝑦 + 𝑞(𝑥)                     ………(1) 
,𝑣(𝑥وذلك عن طريق اشتقاق الدالة   𝑞(𝑥)الان نجد الدالة  𝑦)   بالنسبة لـ𝑥  لنحصل 

𝑣𝑥 = 𝑒−𝑥sin 𝑦 − 𝑒−𝑥 cos 𝑦 + 𝑞′(𝑥) 
𝑢𝑦  من معادلة كوشي ريمان  = −𝑣𝑥 : نحصل 

𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 
−𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 cos 𝑦 = −[𝑒−𝑥sin 𝑦 − 𝑒−𝑥 cos 𝑦 + 𝑞′(𝑥)] 
−𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 cos 𝑦 = −𝑒−𝑥sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 cos 𝑦 − 𝑞′(𝑥) 

𝑞′(𝑥)بمقارنة الطرفين نحصل على  =  لنحصل على   𝑥نكامل بالنسبة لـ   0
𝑞(𝑥) = 𝐶                                             ………(2) 

  𝑣( لنحصل على الدالة 1( في )2نعوض )
𝑣(𝑥, 𝑦) = − 𝑒−𝑥sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 cos 𝑦 + 𝐶 

 


