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 vectorsالمتجهات 

 المتجهات و المقادير العددية:

توصف الكثير من الكميات بخاصة في الفيزياء بدون اتجاه كما ان كميات أخرى يتطلب الامر تعيين اتجاه 

لها. اذا تسمى الكميات التي لها مقدار عددي وليس لها اتجاه بالكميات العددية وتكون غير اتجاهية مثل الطول 

ى بالمتجهات مثل القوة والسرعة والتعجيل الزمن و المساحة. اما الكميات التي لها مقدار عددي واتجاه فتسم

𝑣يمثل المتجه عادة بسهم مثل  .… ,u, w, vاذا ان لكل منها اتجاه وسنرمز لها بالحروف  =  𝑜𝑝⃑⃑⃑⃑   يحدد

 pالى  oتمثل نهايته و يكون اتجاهه من  pتمثل البداية له والنقطة  Oاذ ان النقطة  vالطول و الاتجاه للمتجه 

 :التالي و كما في الشكل

 

 

 

 

 :3Rو  2Rالتمثيل الهندسي للمتجهات في 

 كما في الشكل التالي: 𝑥𝑦يمكن تمثيل أي متجه هندسيا كقطعة مستقيم ذات اتجاه في المستوى 

 



 

يمثل قطعة  1xوان  )y1x,1(هي عبارة عن زوج مرتب من الاعداد الحقيقية  xyاذ ان كل نقطة في المستوى 

𝑜𝑥1⃑⃑المستقيم  ⃑⃑ ⃑⃑ على المحور  y1(x1p ,1(وهو مسقط النقطة  1xونهايته  oالذي نقطة البداية له  xعلى المحور    

x 1. وكذلكy  تمثل قطعة المستقيم المتجه𝑜𝑦1⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ وهو مسقط  1yونهايته  oالذي نقطة البداية له  yعلى محور    

𝑦وعليه يكون مسقط المتجه  yعلى محور  y1(x1p ,1(النقطة  = 𝑜𝑝1⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ هو قطعة المستقيم  xوعلى محور    

𝑜𝑥1⃑⃑المتجه  ⃑⃑ ⃑⃑ 𝑜𝑦1⃑⃑هو قطعة المستقيم  yومسقطه على     ⃑⃑ ⃑⃑     xyوهكذا يمكن تمثيل أي نقطة في المستوى    

 كمتجه. 

يمكن تمثيلة بالأسلوب نفسه  –vهو  vبالاتجاه الموجب اما سالب  1pو نهايته  oالذي بدايته  vويكون المتجه 

ويسمى الفضاء الثنائي  2Rبالرمز   xyولكن بالاتجاه السالب. سنرمز للمستوى  2pو نهايته  oو تكون بدايته 

يتحدد  y1(x1p ,1(يقرن كل نقطة ) زوج مرتب( بقطعة مستقيم متجه و بالعكس. أي انه لأي نقطة  2Rفي 

2R  𝑣 وتسمى احداثيات    2Rفي الفضاء  vمتجه وحيد  = 𝑜𝑝1⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  (𝑥1, 𝑦1)  بمركبتي المتجهv  و تكتب

)1,y1v=(x. 

 : 1مثال

 



𝑜𝑝1⃑⃑هنا يمثل قطعة المستقيم المتجه  vالمتجه  ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑜𝑝2⃑⃑قطعة المستقيم المتجه  uو  (2,4) ⃑⃑ ⃑⃑  =  wو  (4,2−)

𝑜𝑝3⃑⃑قطعة المستقيم المتجه  ⃑⃑ ⃑⃑  = (4,−3). 

الذي يتكون من ثلاثة مستويات متعامدة مع بعضها البعض  xyzوبالطريقة نفسها يمكن تمثيل أي متجه في 

 كما في الشكل التالي:  (0,0,0)ويكون تقاطع هذه المستويات في نقطة الأصل  xy, yz, xzهي 

 

 

 )O(بدايته نقطة الأصل  𝑜𝑝⃑⃑⃑⃑ = vفي هذا الفضاء بقطعة المستقيم المتجه  x)z1, y1p ,1(وتحدد لكل نقطة  

y1(x ,0) ,(1,0,0 ,(0,هي  x, y, zعلى المحاور المتعامدة الثلاثة  pفتكون مساقط النقطة  pونهايته النقطة 

)1z, 0, 0(  على الترتيب لذا فأن بعد النقطةp  عن محورx  1هيx  في المستوىyz  1و على بعدy  في

 كما في الشكل التالي: xyفي المستوى  1zو على بعد  xzالمستوى 

 



عندما تكون احداثيات   𝑂𝑄⃑⃑⃑⃑⃑⃑بقطعة مستقيم متجه  v–ونرمز له بالرمز  vوبالأسلوب نفسه يمكن تمثيل سالب 

ولكن بالاتجاه المعاكس سنرمز  vنفس طول المتجه  –vويكون للمتجه  )-1z-, 1y-, 1x(هي  Qالنقطة 

,𝑜𝑝⃑⃑⃑⃑ (𝑥1وتسمى احداثيات النقطة  ويسمى الفضاء الثلاثي. 3Rبالرمز  xyzللفضاء  𝑦1, 𝑧1)=v  بمركبات

,𝑥1)  وتكتب vالمتجه  𝑦1, 𝑧1)=v  3ويكون التمثيل الهندسي للمتجهات فيR  يقرن كل ثلاثي مرتب بقطعة

,𝑥1)( ويكتب  xyzفي الفضاء  vيتحدد متجه  3Rمستقيم متجه في الفضاء ) أي ان أي نقطة في  𝑦1, 𝑧1)=v 

,𝑥1حيث  𝑦1, 𝑧1   مركبات المتجهv. 

 

  في بعض التطبيقات لا تكون نقطة البداية للمتجه عند نقطة الأصل فمثلا اذا كان المتجه𝑣 = 𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑  

                         فأن z2, y2=(x2p ,2(و نهايته النقطة   x1p)=z1, y1 ,1(نقطة البداية له هي 

𝑣 = 𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝑥2 − 𝑥1,  𝑦2 − 𝑦1,  𝑧2 − 𝑧1)    أي ان مركباتv  ناتجه من طرح احداثيات

 نقطة البداية من احداثيات نقطة النهاية.

𝑣مثال: جد احداثيات المتجه  = 𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ و نهايته  2,1p) =-(1,4في الفضاء الثلاثي الذي بدايته   ⃑ 

8)-=(7,5,2p . 

 الحل :

𝑣 = 𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝑥2 − 𝑥1,  𝑦2 − 𝑦1,  𝑧2 − 𝑧1) 

                     = (7 − 2, 5 − (−1),−8 − 4) 

                      = (5, 6, −12) 

 

 

 :الجبريةخواص المتجهات و العمليات 

نقطة الأصل في الفضاء الثنائي او  v, wاذا كانت بداية المتجهين : R2R ,3تساوي المتجهات في 

فأذا كان اذا وفقط اذا تساوت مركباتهما المتناضرة أي اذا انطبقت نقطتي النهاية لهما.   v=wالثلاثي فأن 

)2, y2), w=(x1, y1v=( x  فأنv=w  2اذا وفقط اذا= y1, y 2=x1x 1 ,        كذلك اذا كانتv=( x



)2, z2, y2), w=(x1, z1y  متجهين في الفضاء الثلاثي فأنv= w  اذا وفقط اذا تساوت مركباتهما

  z2, z2= y1, y 2=x1x =1المتناظرة 

لعدم تساوي مركباتهما المتناظرة ولكن              v≠ wفأن  w= (2,4)و  v= (2,-1)مثال: اذا كان 

v= (1,2,-3)  وw= (1,2,-3)  فأنv= w  المتناظرةلتساوي مركباتهما. 

 

عندئذ فأن  2Rمتجهاً في  y2w=(x ,2(و   x )=y1v ,1(ليكن كل من :  R2R ,3جمع المتجهات في 

   =y1, y2+x1(xv+w+2(ويعرف بما يأتي  v+wيكتب  v, wمجموع المتجهين 

يعرف بما  v+wفأن  3Rأي متجهين في الفضاء  z2, y2w=(x ,2(و  x )=z1, y1v ,1(كذلك اذا كان 

 z1, z2+y1, y2+x1v+w= (x+2(يأتي: 

 

عددا حقيقياً فأن الضرب  kوكان  2Rمتجهاً في  y1v=( x ,1(: اذا كان  R2R ,3الضرب بعدد للمتجهات في 

k.v : يعرف كما يأتي 

 )1, ky1)= (kx1, y1k( x k.v=  أي انkv  ناتج عن ضرب مركباتv  بالعددk  

  kz1, ky1)= ( kx1, z1, y1kv= k( x ,1(فان  3Rمتجها في  x )=z1, y1v ,1(كذلك اذا كان 

  v= -v (1-)بالشكل  v (-v)وعليه يمكن ان نعرف سالب 

  v+ (-1)v= 0بحيث يكون 

  )+w-1)w = v-v بالطريقة الاتية:  wو  vكذلك يعرف الفرق بين المتجهين 
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 كما موضح في الشكل التالي:  2Rفي الفضاء الثنائي  y1v= (x ,1(ليكن المتجه  : R2R ,3في  المتجه طول

 

‖𝑣‖ويعرف كالتالي  ‖𝑣‖يرمز له بالرمز  vعندئذ طول المتجه  =  √𝑥1
2 + 𝑦1

2  

‖𝑣‖فأن  3Rاما اذا كان المتجه في الفضاء الثلاثي  =  √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 

 

 v= (-3, 2, 1)مثال: جد طول المتجه 

 الحل: 

‖𝑣‖ =  √(−3)2 + (2)2 + (1)2 = √14  

 

 ملاحظة: لحساب المسافة بين نقطتين يتم استخدام القانون التالي 

d= ‖𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑‖ =  √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2                                         𝑅2  

 

d= ‖𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑‖ =  √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 + (𝑧2 − 𝑧1)
2                  𝑅3 

 

  p1p ,(3,2)2)=-(5 ,1مثال: جد المسافة بين النقطتين 

 الحل:

d= ‖𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑‖ =  √(−1 − 3)2 + (5 − 2)2      = √16 + 9 = 5 𝑢𝑛𝑖𝑡  

 

 ضرب المتجهات: 

 :dot productالضرب النقطي 

المحصورة بينهما فأن هي الزاوية 𝜃متجهين في الفضاء الثنائي او الثلاثي و كانت   u,vتعريف: اذا كان 

 يعرف كالتالي:  الضرب العددي ) النقطي(

 



𝑢. 𝑣 = ‖𝑢‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

  u.vجد  °45المحصورة بينهما تساوي   𝜃و الزاوية  u=(0, 0, 1), v= (0, 2, 2)مثال: اذا كان 

 الحل: 

𝑢. 𝑣 = ‖𝑢‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

‖𝑢‖ = √0 + 0 + 1 = 1 

‖𝑣‖ = √0 + 4 + 4 = √8 = 2√2 

u.v= 1. 2√2. Cos 45 

      = 1. 2√2.
1

√2
= 2 

                  يمكن إيجاد الضرب النقطي لمتجهان بطريقة أخرى باستخدام مركبات المتجهين فاذا كان *

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)    و𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  فأن 𝑢. 𝑣 =  (𝑢1. 𝑣1 + 𝑢2. 𝑣2 + 𝑢3. 𝑣3) 

 

  vو  uو الزاوية بين  u.vجد  v= (1,1,2)و  u= (2, -1, 1)مثال: ليكن 

 الحل: 

u.v= (2.1)+(-1.1)+(1.2) = 2-1+2 = 3 

‖𝑣‖ = √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 = √1 + 1 + 4 = √6 

‖𝑢‖ =  √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 = √4 + 1 + 1 = √6 

𝑢. 𝑣 = ‖𝑢‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

3 = √6.√6 𝑐𝑜𝑠𝜃 →   𝑐𝑜𝑠𝜃 =
1

2
            ∴ 𝜃 = 60° 

 هي الزاوية المحصورة بينهما عندئذ  𝜃ولتكن  2Rاو  3Rمتجهين غير صفريين في  u,v نظرية: ليكن 

1- ‖𝑣‖ = (𝑣. 𝑣)
1

2 

2- 𝑢. 𝑣 = 0 ↔  θ =
𝜋

2
    

 البرهان :

.𝑣تساوي صفرا فأن  u,vبين   θ لما كانت الزاوية  -1 𝑣 = ‖𝑣‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 = ‖𝑣‖2. وعلية   1

.𝑣) =نجد ان  𝑣)
1

2 ‖𝑣‖  



𝑐𝑜𝑠𝜃بالفرض فأن  u≠ 0, v≠0اذا كان  -2 = 0 ⟸ θ =
𝜋

2
و  vعمودي على  uمنه انت  نستنتج 

θبالعكس اذا كانت  =
𝜋

2
𝑐𝑜𝑠𝜃فأن    = .‖u.v= ‖𝑢وبالتالي فأن   0 ‖𝑣‖ .0 = 0   


