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2حل تمارين   

 حل الʺعادلات الاتॽة .1

(2 − 4𝑖) + 𝑧 = −5 + 𝑖 

 الحل 
 

(2 − 4𝑖) + 𝑧 = −5 + 𝑖 
⟹ (2 − 4𝑖) + 𝑧 + (−2 − 4𝑖) = −5 + 𝑖 + (−2 − 4𝑖) 
⟹ 𝑧 = −7 − 3𝑖 

 جʙ الʛʽʤʻ الʹȃʛي للاعʙاد ثʦ تʴقȘ مʧ الʻاتج .2
𝑧 = 2 − 2𝑖  ,   𝜔 = 3 + 𝑖  

 الحل 

𝑧ିଵ =
1
𝑧

=
1

2 − 2𝑖  
൬

2 + 2𝑖
2 + 2𝑖  

൰ 

=
2 + 2𝑖

8  
=

1
4

+
1
4

𝑖 

⟹ 𝑧. 𝑧ିଵ = (2 − 2𝑖). ൬
1
4

+
1
4

𝑖൰ 

= ൬
1
2 

+
1
2

൰ + ൬
1
2

−
1
2

൰ 𝑖 = 1 

𝜔ିଵ =
1
𝜔

=
1

3 + 𝑖  
൬

3 − 𝑖
3 − 𝑖

൰ 

=
3 − 𝑖
10  

=
3

10
−

1
10

𝑖 

⟹ 𝜔. 𝜔ିଵ = (3 + 𝑖). ൬
3

10
−

1
10

𝑖൰ 

= ൬
9

10
+

1
10

൰ + ൬
3

10
−

3
10

൰ 𝑖 

= 1 
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𝑎ضع ؗلا مʺا ǽأتي Ǽالʨʸرة  .3 + 𝑖𝑏 
1 + 𝑖
1 − 𝑖

      ,     
2 − 𝑖

3 + 4𝑖
 , √−100 

 الحل 
1 + 𝑖
1 − 𝑖

=
1 + 𝑖
1 − 𝑖

൬
1 + 𝑖
1 + 𝑖

൰ 

=
1 + 2𝑖 − 1

2
= 𝑖 

⟹
1 + 𝑖
1 − 𝑖

= 0 + 𝑖 

2 − 𝑖
3 + 4𝑖

=
2 − 𝑖

3 + 4𝑖
൬

3 − 4𝑖
3 − 4𝑖

൰ 

=
6 − 4 − 3𝑖 − 8𝑖

25
=

2 − 11𝑖
25

 

⟹
2 − 𝑖

3 + 4𝑖
=

2
25

−
11
25

𝑖 

√−100 = ඥ(100)(−1) 

= √100 √−1 = 10𝑖 

⟹ √−100 = 0 + 10𝑖 
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 القيمة المطلقة للعدد المعقد (8.1)

  ʙد الʺعقʙلقة للعʢʺة الʺॽʁال𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   ʜمʛالǼ له ʜمʛȄو|𝑧|   ل الاتيȞʷالǼ فʛوتع 

|𝒛| = ඥ𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 
الʺعقʙ هʨ عʙد حॽʁقي غʛʽ سالʖ. حʘʽ ان الॽʁʺة للعʙد  

𝑧  الॽʁʺة للعʙد الʺعقʙ جʙ    مثال  = 3 + 4𝑖  

                                 :الحل 

 |𝑧| = ඥ(3)ଶ + (4)ଶ  = √25 = 5         

 خواص القيمة المطلقة (9.1)
(1) |𝑧| = √𝑧. 𝑧 
(2) |𝑧| = |𝑧|  
(3) |𝑧ଵ − 𝑧ଶ| = |𝑧ଶ − 𝑧ଵ| 
(4) ଵ

ଶ
(𝑧 + 𝑧) = 𝑥 ≤ ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = |𝑧| 

(5) ଵ
ଶ୧

(𝑧 − 𝑧) = 𝑦 ≤ ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = |𝑧| 
(6) |𝑧ଵ. 𝑧ଶ| = |𝑧ଵ|. | 𝑧ଶ| 
(7) ቚ௭భ

௭మ
ቚ = |௭భ|

|௭మ| , 𝑧ଶ ≠ 0 

(8) |𝑧ଵ + 𝑧ଶ| ≤  |𝑧ଵ| + | 𝑧ଶ|     ةॽʲلʲʺة الʻایॼʱʺال  

:(1برهان الخاصية )  

𝐿. 𝐻. 𝑆 = |𝑧| = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ         … (1) 
𝑅. 𝐻. 𝑆 = ඥ𝑧. 𝑧 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ    … (2) 

) ʧʽʱالʺعادل ʧان  2) و (1م ʙʳن (|𝑧| = √𝑧. 𝑧. 

:(2برهان الخاصية )  
𝑙𝑒𝑡   𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ⟹ 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 
𝐿. 𝐻. 𝑆 = |𝑧| = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ                                      … (1) 
𝑅. 𝐻. 𝑆 = |𝑧| = ඥ𝑥ଶ + (−𝑦)ଶ =  ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ     … (2) 

) ʧʽʱالʺعادل ʧان  2) و (1م ʙʳن (|𝑧| = |𝑧|. 
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 :(6برهان الخاصية )
𝑙𝑒𝑡   𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ⟹ 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 

𝐿. 𝐻. 𝑆 = |𝑧ଵ𝑧ଶ| = ට(𝑧ଵ𝑧ଶ). (𝑧ଵ 𝑧ଶ)  

= ඥ(z1z1ഥ ).(z2z2)  

= ඥz1z1ഥ . ඥz2z2ഥ  

= |z1|.|z1|=R.H.S 

 :(8) برهان الخاصية

|𝑧ଵ +  𝑧ଶ|ଶ = (𝑧ଵ + 𝑧ଶ). (𝑧ଵ + 𝑧ଶ)                                       (1 ةॽخاص ʖʶح) 

= (𝑧ଵ + 𝑧ଶ). (z1ഥ + z2ഥ )  

 اذن نʸʴل على 
|𝑧ଵ +  𝑧ଶ|ଶ = 𝑧ଵz1ഥ + (𝑧ଵz2ഥ + 𝑧ଶz1ഥ ) + 𝑧ଶz2ഥ                     … (1) 

𝑙𝑒𝑡 ∶ 𝜔 =  𝑧ଵz2ഥ ⟹ 𝜔ഥ = 𝑧ଵz2ഥതതതതതത = z1ഥ 𝑧ଶ 

⟹ 𝑧ଵz2ഥ + 𝑧ଶz1ഥ = 𝜔 + 𝜔ഥ 

= 2𝑅(𝜔) ≤ 2|𝜔| 

= 2|𝑧ଵ||z2ഥ | = 2|𝑧ଵ||z2| 
𝑧ଵz2ഥ + 𝑧ଶz1ഥ ≤ 2|𝑧ଵ||z2|                                                       . . . (2) 

 )1) في (2نعʨض (
|𝑧ଵ +  𝑧ଶ|ଶ ≤ |𝑧ଵ| + 2|𝑧ଵ||z2| + | 𝑧ଶ| 

= (|𝑧ଵ| + | 𝑧ଶ|)ଶ 

 نأخʚ جʚر الʛʢفʧʽ لʸʴʻل
|𝑧ଵ +  𝑧ଶ| ≤ |z2| + | 𝑧ଶ|             
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 الاعداد العقدية كفضاء متري  (10.1)

,𝐸) لفʹاء الʺȑʛʱ هʨ زوج مʛتǽʖعʛف ا 𝑑)   ʘʽحE عةʨʺʳالة  هي مʙاد والʙاع𝑑  ،افةʶʺفهي دالة للʛي تعʱوال 
𝑑: 𝐸 ⟶ ℝ 

 ʛاصʻثلاثة ع ȑة لأॼʶʻالǼ عةʺʱʳة مॽالʱال ʟائʸʵال Șقʴʱت ʘʽح𝑧ଵ, 𝑧ଶ, 𝑧ଷ  ∈ 𝐸 

(1) 𝑑(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) ≥ غʛʽ سالॼة دالة ʺʶافةدالة ال             0  
(2) 𝑑(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) = 0 ⟺ 𝑧ଵ = 𝑧ଶ  
(3) 𝑑(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) = 𝑑(𝑧ଶ, 𝑧ଵ) 
(4) 𝑑(𝑧ଵ, 𝑧ଷ) ≤ 𝑑(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) + 𝑑(𝑧ଶ, 𝑧ଷ) ةॽلʲʺة الʴاجʛʱم 

, ℂ) زوج مʛتʖ :مبرهنة  |. |)   ȑʛʱفʹاء م ʨلقة هʢʺة الʺॽʁة مع دالة الʙاد الʺعقʙعة الاعʨʺʳم 

,𝑧ଵؗل  البرهان: 𝑧ଶ, 𝑧ଷ  ∈ ℂ   ان ʘʽʴǼ𝑧ଶ = 𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ  , 𝑧ଵ = 𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ𝑧ଷ = 𝑥ଷ + 𝑖𝑦ଷ          فʛنع

.|الʙالة الॽʁʺة الʺʢلقة  |: ℂ ⟶ ℝ 

(1) |𝑧ଵ − 𝑧ଶ| = ඥ(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)𝟐 + (𝑦ଶ − 𝑦ଵ)𝟐 ≥ 0              
𝑧ଵ|اذن  − 𝑧ଶ| ≥  وهي دالة غʛʽ سالॼة   0

(2) |𝑧ଵ − 𝑧ଶ| = 0 ⟺ ඥ(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)𝟐 + (𝑦ଶ − 𝑦ଵ)𝟐 = 0 
⟺ 𝑥ଶ − 𝑥ଵ = 0 𝑎𝑛𝑑  𝑦ଶ − 𝑦ଵ = 0 
⟺ 𝑥ଶ = 𝑥ଵ 𝑎𝑛𝑑  𝑦ଶ = 𝑦ଵ 
⟺ 𝑧ଶ = 𝑧ଵ  

(3) |𝑧ଵ − 𝑧ଶ| = |𝑧ଶ − 𝑧ଵ|       

 )𝑧ଵ الى  𝑧ଶهي نفʝ الʺʶافة م𝑧ଶ  ʧالى 𝑧ଵ حʘʽ الʺʶافة مʧ ،  مʧ خʨاص الॽʁʺة الʺʢلقة( 

(4) |𝑧ଷ − 𝑧ଵ| = |𝑧ଷ − 𝑧ଶ + 𝑧ଶ −  𝑧ଵ|        (  𝑧ଶ ( نʹʅॽ ونʛʢح    
= |(𝑧ଷ − 𝑧ଶ) + (𝑧ଶ −  𝑧ଵ)| 
≤ |𝑧ଷ − 𝑧ଶ| + |𝑧ଶ −  𝑧ଵ| 

𝑧ଷ|اذن      −  𝑧ଵ| ≤  |𝑧ଷ − 𝑧ଶ| + | 𝑧ଶ − 𝑧ଵ| 

.|مع دالة الॽʁʺة الʺʢلقة   ℂاذن مʨʺʳعة الاعʙاد الʺعقʙة   فʹاء مȑʛʱ. هي|
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Exercises (3)  

 جʙ الॽʁʺة الʺʢلقة للاعʙاد الاتॽة  (1)

1 − 2𝑖 , 𝑖   , −3 + 𝑖,   

(2)  ʖʶاح 

ฬ
2 − 3𝑖
3 − 2𝑖

ฬ      , |(1 − 𝑖)ଶ|   

(3)  ʗʰان  اث 

ห(2𝑧 + 5)൫√2 − 𝑖൯ ห = √3|2𝑧 + 5 |   

(4)  ʗʰان: اث  

൫√2 |𝑧 |൯
ଶ

= [𝑅(𝑧) + 𝐼(𝑧)]ଶ + [𝑅(𝑧) − 𝐼(𝑧)]ଶ 
   

(5)  ʖتʛʺوج الʜان ال ʗʰاث(|. |: ℂ)  ȑʛʱفʹاء م 
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  3حل تمارين 

1جʙ الॽʁʺة الʺʢلقة للاعʙاد الاتॽة   (1) − 2𝑖 , 𝑖   , −3 + 𝑖   

|1 − 2𝑖| =  ඥ1ଶ + (−2)ଶ =  √5 

| 𝑖|  =  ඥ0ଶ + (1)ଶ =  1 

| −3 + 𝑖| =  ඥ(−3)ଶ + (1)ଶ =  √10 

(2)  ʖʶاح 

ฬ
2 − 3𝑖
3 − 2𝑖

ฬ = ฬ
2 − 3𝑖
3 − 2𝑖

 ൬
3 + 2𝑖
3 + 2𝑖

൰ฬ = ฬ
12
13

−
5

13
𝑖ฬ =  ඨ൬

12
13

൰
ଶ

+ ൬−
5

13
൰

ଶ

=  1 

|(1 − 𝑖)ଶ| = |−2𝑖|  =  ඥ(0)ଶ + (−2)ଶ = 2 

(3)  ʗʰان  اث ห(2𝑧 + 5)൫√2 − 𝑖൯ ห = √3|2𝑧 + 5 |   

𝐿. 𝐻. 𝑆 =  ห(2𝑧 + 5)൫√2 − 𝑖൯ ห = |2𝑧 + 5 |ห√2 − 𝑖 ห 
= √2 + 1|2(𝑥 − 𝑖𝑦) + 5 | 
= √3|2𝑥 + 5 − 2𝑖𝑦 | 
= √3|2𝑥 + 5 + 2𝑖𝑦 | = √3|2𝑧 + 5 | = 𝑅. 𝐻. 𝑆 

(4)  ʗʰان اث :൫√2 |𝑧 |൯
ଶ

= [𝑅(𝑧) + 𝐼(𝑧)]ଶ + [𝑅(𝑧) − 𝐼(𝑧)]ଶ    

𝐿. 𝐻. 𝑆 = ൫√2 |𝑧 |൯
ଶ

= 2|𝑥 + 𝑖𝑦|ଶ = 2𝑥ଶ + 2𝑦ଶ 

(|𝑥| + |𝑦|)ଶ       ʧʽفʛʢال ʧح مʛʢن  

⟹ ൫√2 |𝑧|൯
ଶ

− (|𝑥| + |𝑦|)ଶ = 2𝑥ଶ + 2𝑦ଶ − (|𝑥| + |𝑦|)ଶ 

⟹ ൫√2 |𝑧|൯
ଶ

− (|𝑥| + |𝑦|)ଶ = 𝑥ଶ − 2𝑥𝑦 + 𝑦ଶ = (|𝑥| − |𝑦 |)ଶ 

⟹ ൫√2 |𝑧|൯
ଶ

= (|𝑥| + |𝑦|)ଶ + (|𝑥| − |𝑦 |)ଶ = 𝑅. 𝐻. 𝑆   

 


