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 المعقدالصيغة القطبية للعدد  (12.1)

 ʧؔʱل(𝑟, 𝜃)  ةʢقʻة للॽʰʢات القॽاثʙل الاحʲʺت𝑝  ʙد الʺعقʙي تقابل العʱال𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   ʘʽح 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃       ,   𝑦 = 𝑟 sin 𝜃   , 𝜃 = tanିଵ ቀ
𝑦
𝑥

ቁ , 𝑟ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

  ʙد الʺعقʙان الع𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ةॽʰʢغة القॽʸالǼ هʱابʱؗ ʧȞʺǽ:   𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

 

 

 

|𝑧|أ𝑧    ȑهʨʡ ʨل الʺʳʱهة الʲʺǽ ȑʚل  𝑟 العʙد الॽʁʴقي = 𝑟  قيوॽʁʴد الʙان الع 𝜃  دʙة العǽادॽʱة الاعȄى زاوʺʶǽ

ʙالʺعق𝑧   له ʜمʛȄو𝜃 = 𝑟𝑎𝑔(𝑧)  ولؔلθ  الʺʹاعفاتǼ عʹهاǼ ʧلف عʱʵة تॽʁॽʁʴال ʦॽʁال ʧهي مʱʻم ʛʽد غʙ2ع𝜋. 
,𝜋−)ضʺʧ الفʛʱة  θواذا ؗانʗ الʜاوȄة  𝜋)  ʖʱؔة له وتॽة الأساسȄاوʜى الʺʶت𝜃 = 𝐴𝑎𝑔(𝑧)  ان ʧای𝜋 ≤

𝐴𝑎𝑔(𝑧) ≤ −𝜋  نʨȞǽ اʚهȃو 

𝑎𝑟𝑔(𝑧) = 𝐴𝑎𝑔(𝑧) + 2𝑘𝜋, 𝑘 = 0 ± 1, ±, … 

 ʖʳǽ معʛفة الȃʛع الȑʚ تقع ॽɾه. 𝑎𝑟𝑔(𝑧) العʙد الʺعقʙ لاʳǽاد ॽʀʺة زاوȄة ملاحظة:

  .ؗانʗ في الȃʛع الأول تॼقى ؗʺا هياذا  .1

            
cos 𝜃 = ௫

௥
= ʖجʨم  

sin 𝜃 = ௬
௥

= ʖجʨم
ቑ ⟹  الȃʛع الاول

πاذا ؗانʗ في الȃʛع الʲاني تʨؔن الʨزاوȄة  .2 − θ  . 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

= ʖسال  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= ʖجʨم
ൢ ⟹  الȃʛع الʲاني

             𝑥 

 𝑦 
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πاذا ؗانʗ في الȃʛع الʲالʘ تʨؔن الʨزاوȄة  .3 + θ  . 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

= ʖسال  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= ʖسال
ൢ ⟹ ʘالʲع الȃʛال 

2πاذا ؗانʗ في الȃʛع الʲالʘ تʨؔن الʨزاوȄة  .4 − θ   . 

          
cos 𝜃 = ௫

௥
= ʖجʨم  

sin 𝜃 = ௬
௥

= ʖسال
ቑ ⟹  الȃʛع الʛاǼع

𝑧  الʺعقʙ  العʙد اكʖʱ  مثال  = √2 + √2𝑖 ʦسʛة مع الॽʰʢغة القॽʸǼ 

𝑟ଶ                                                  :الحل = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2 + 2 = 4 ⟹ 𝑟 = 2 

 𝜃 = tanିଵ ቀ
𝑦
𝑥

ቁ = tanିଵ(1) ⟹ 𝜃 =
𝜋
4
 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 2 ቀcos
𝜋
4

+ 𝑖 sin
𝜋
4

ቁ 

    هي لعʙد الʺعقʙالاعॽʱادǽة ل مʧ الʺʢʱاǼقات الʺهʺه لʜاوȄة : ملاحظة
𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ𝑧ଶ) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 

𝑎𝑟𝑔 ൬
𝑧ଵ

𝑧ଶ
൰ = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 

గیʙور بʜاوȄة   𝑧فأن الʺʳʱهة العʙد  Ǽ𝑖العʙد    𝑧: إذا ضʛب العʙد الʺعقʙملاحظة
ଶ

عكس عقارب الساعة لینطبق على  
  𝑖𝑧المتجھة 

𝑧                                                                            لبرهانا = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

   𝑖 = cos
𝜋
2

+ 𝑖 sin
𝜋
2
 

 𝑖𝑧 = ቀcos గ
ଶ

+ 𝑖 sin గ
ଶ

ቁ 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

= 𝑟 ቂቀcos 𝜃 cos
𝜋
2

− sin 𝜃 sin
𝜋
2

ቁ + 𝑖 ቀcos
𝜋
2

sin 𝜃 + sin
𝜋
2

cos 𝜃ቁቃ 

= 𝑟 ቂcos ቀ𝜃 +
𝜋
2

ቁ + 𝑖 sin ቀ𝜃 +
𝜋
2

ቁቃ 

𝜃 =
𝜋
4

 

𝑧 = √2 + √2𝑖 

𝑦 

𝑥 

𝜃 =
𝜋
2

 

𝑧
= 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑦 

𝑥 

𝑧 = −𝑥 + 𝑖𝑦 
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 لإحداثيات القطبيةستخدام اباللعدد المعقد يجاد النظير الضربي إ  )13.1(

𝑧ିଵ  نستخدم العلاقة الاتیة النظیر الضربي بالإحداثیات القطبیة لإیجاد  = ଵ
௥

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 
 :رهانالب

1
𝑧

=
1

𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) =
1

𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) 

=
cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃

𝑟(cosଶ 𝜃 + 𝑖 sinଶ 𝜃) =
1
𝑟

(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) 

=
1
𝑟

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

𝑧 جʙ الʛʽʤʻ الʹȃʛي للعʙد مثال  = 1 + 𝑖    ةॽʰʢات القॽاثʙام الاحʙʵʱاسǼ 

𝑟                                                 :الحل = √2 , 𝜃 = tanିଵ ቀ௬
௫

ቁ = tanିଵ(1) ⟹ 𝜃 = గ
ସ

 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2 ቀcos
𝜋
4

+ 𝑖 sin
𝜋
4

ቁ 

𝑧ିଵ =
1
𝑟

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

=
1

√2
ቂcos ቀ−

𝜋
4

ቁ + 𝑖 sin ቀ−
𝜋
4

ቁቃ 

=
1

√2
൤

1
√2

− 𝑖
1

√2
൨ =

1
2

−
1
2

𝑖 

Exercises (4)  
𝑧اذا ؗان  (1) = 2 + 2𝑖 ادʙالاع ʦة ارسॽة الاتʙالʺعق    𝑧, −𝑧  , 𝑧, |𝑧| 
𝑧ଶاذا ؗان  اذا ؗان  (2) = −3 + 4𝑖  , 𝑧ଵ = 1 + 2𝑖  :ʙʳف ʦأرس ʧؗلا م  𝑧ଵ + 𝑧ଶ  ،𝑧ଵ − 𝑧ଶ  لʨʡ ʖʶاح ʦث

ʧʽهʳʱʺال. 
(3) ʖʱاد اكʙالاع ʙة الʺعقॽة الاتʦسʛة مع الॽʰʢغة القॽʸǼ 

𝑧 = 1 + √3𝑖  , 𝑧 = −1 + 𝑖  , 𝑧 = −1 − 𝑖  , 𝑧 =  2√3 − 2𝑖   
𝑧  جʙ الʛʽʤʻ الʹȃʛي للعʙد (4) = −1 − 𝑖   ةॽʰʢات القॽاثʙام الاحʙʵʱاسǼ 
𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ𝑧ଶ)   :  اثʗʰ ان   (5) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 
𝑎𝑟𝑔 اثʗʰ ان :         (6) ቀ௭భ

௭మ
ቁ = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 

𝜃 =
𝜋
4

 

𝑧 = 1 + 𝑖 𝑦 

𝑥 

𝑧ିଵ =
1
2 −

1
2 𝑖 

𝜃 = −
𝜋
4
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  4حل تمارين 

𝑧اذا ؗان  (1) = 2 + 2𝑖 ادʙالاع ʦة ارسॽة الاتʙالʺعق    𝑧, −𝑧  , 𝑧, |𝑧| 

𝑧 = 2 + 2𝑖 
−𝑧 = −2 − 2𝑖 
 𝑧 = 2 − 2𝑖 

|𝑧| = √4 + 4 = 2√2 

 

𝑧ଶاذا ؗان  اذا ؗان  (2) = −3 + 4𝑖  , 𝑧ଵ = 1 + 2𝑖  :ʙʳه فʳʱʺال ʦأرس ʧʽ  𝑧ଵ + 𝑧ଶ   ،  𝑧ଵ − 𝑧ଶ  ʦث
 ʖʶااح ʨʡلاʦه. 

𝑧ଵ + 𝑧ଶ = (1 + 2𝑖) + (−3 + 4𝑖) = −2 + 6𝑖 

|𝑧ଵ + 𝑧ଶ| = √4 + 36 = √40 ≈ 6.3 

𝑧ଵ − 𝑧ଶ = (−3 + 4𝑖) − (1 + 2𝑖) = −4 + 2𝑖 

|𝑧ଵ − 𝑧ଶ| = √16 + 4 = √20 ≈ 4.7 

 

 

 

 

 

(3) ʖʱاد اكʙالاع ʙة الʺعقॽة الاتʦسʛة مع الॽʰʢغة القॽʸǼ 

 𝒛 = 𝟏 + √𝟑𝒊  

𝑟 = ට(1)ଶ + ൫√𝟑൯
ଶ

= 2 , 𝜃 = tanିଵ ቆ
√3
1

ቇ ⟹ 𝜃 =
𝜋
3
 

−𝑧 = −2 − 2𝑖 

𝑧 = 2 + 2𝑖 𝑖𝑦 

𝑥 

|𝑧| = 2√2 

𝑧 = 2 − 2𝑖 

𝑧ଶ = −3 + 4𝑖 

𝑧ଵ = 1 + 2𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝑧ଵ + 𝑧ଶ = −2 + 6𝑖 

𝑧ଵ − 𝑧ଶ = −4 + 2𝑖 

𝑧ଵ = −3 + 4𝑖 

𝑧ଵ = 1 + 2𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

−𝑧ଵ = 2 − 2𝑖 
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cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

=
1
2

  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

=
√3
2 ⎭

⎬

⎫
⟹   الȃʛع الاول

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 2 ቀcos
𝜋
6

+ 𝑖 sin
𝜋
6

ቁ 

 
 

 𝒛 = −𝟏 + 𝒊  

𝑟 = ඥ(−1)ଶ + (1)ଶ = √2, 𝜃 = tanିଵ ൬
1

−1
൰ = tanିଵ(−1) 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

= −
1

√2
  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

=
1

√2
     

⎭
⎬

⎫
⟹ ⟹ الȃʛع الʲاني 𝜃 = 𝜋 −

𝜋
4

=
3𝜋
4

 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2 ൬cos
3𝜋
4

+ 𝑖 sin
3𝜋
4

൰ 
 𝒛 = −𝟏 − 𝒊   

𝑟 = ඥ(−1)ଶ + (−1)ଶ = √2, 𝜃 = tanିଵ(1) 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

= −
1

√2
    

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= −
1

√2
     

⎭
⎬

⎫
⟹ ʘالʲع الȃʛال ⟹ 𝜃 = 𝜋 +

𝜋
4

=
5𝜋
4

  

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2 ൬cos
5𝜋
4

+ 𝑖 sin
5𝜋
4

൰ 

 𝒛 = 𝟐√𝟑 − 𝟐𝒊  

𝑟 = ට൫𝟐√𝟑൯
ଶ

+ (−2)ଶ = 4, 𝜃 = tanିଵ ቀିଵ
√ଷ

ቁ   

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

=
√3
2

  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= −
1
2

  ⎭
⎬

⎫
⟹ الȃʛع الʛاǼع ⟹ 𝜃 = 2𝜋 −

𝜋
6

=
11𝜋

6
  

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 4 ൬cos
11𝜋

6
+ 𝑖 sin

11𝜋
6

൰ 

𝜃 =
𝜋
3

 

𝑧 = 1 + √3𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
3𝜋
4

 

𝑧 = −1 + 𝑖 
𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
5𝜋
4

 

𝑧 = −1 − 𝑖 
𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
11𝜋

6
 

𝑧 = 2√3 − 2𝑖 𝑖𝑦 

𝑥 
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𝑧  جʙ الʛʽʤʻ الʹȃʛي للعʙد (4) = −1 − 𝑖   ةॽʰʢات القॽاثʙام الاحʙʵʱاسǼ 

𝑟 = √2 , 𝜃 = ହగ
ସ

   , 𝑧 = √2 ቀcos ହగ
ସ

+ 𝑖 sin ହగ
ସ

ቁ  

𝑧ିଵ =
1
𝑟

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

=
1

√2
൤cos ൬−

5𝜋
4

൰ + 𝑖 sin ൬−
5𝜋
4

൰൨ 

=
1

√2
൤cos ൬

5𝜋
4

൰ − 𝑖 sin ൬
5𝜋
4

൰൨ 

=
1

√2
൤−

1
√2

+ 𝑖
1

√2
൨ = −

1
2

+
1
2

𝑖 

 
𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ𝑧ଶ)                       :اثʗʰ ان   (5) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 

 البرهان   
𝑧ଵ = 𝑟ଵ(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ),    𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) = 𝜃ଵ 

𝑧ଶ = 𝑟ଶ(cos 𝜃ଶ + 𝑖 sin 𝜃ଶ),    𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) = 𝜃ଶ 

⟹ 𝑧ଵ𝑧ଶ = [𝑟ଵ(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ)]. [𝑟ଶ(cos 𝜃ଶ + 𝑖 sin 𝜃ଶ)] 

= 𝑟ଵ𝑟ଶ[(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ)(cos 𝜃ଶ + 𝑖 sin 𝜃ଶ)] 

= 𝑟ଵ𝑟ଶ[(cos 𝜃ଵ cos 𝜃ଶ − sin 𝜃ଵ sin 𝜃ଶ) + 𝑖(cos 𝜃ଵ sin 𝜃ଶ + sin 𝜃ଵ cos 𝜃ଶ)] 

⟹ 𝑧ଵ𝑧ଶ = 𝑟ଵ𝑟ଶ[cos(𝜃ଵ + 𝜃ଶ) + 𝑖 sin(𝜃ଵ + 𝜃ଶ)] 

𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ𝑧ଶ) = 𝜃ଵ + 𝜃ଶ = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 

 

 

 

 

 

𝜃ଶ 𝜃ଵ 

𝑧ଵ 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝑧ଶ 

𝑧ଵ + 𝑧ଶ 

𝜃ଵ + 𝜃ଶ 

𝜃 =
3𝜋
4

 

𝑧 = −1 − 𝑖 

𝑦 

𝑥 

𝑧ିଵ = −
1
2 +

1
2 𝑖 

𝜃 =
5𝜋
4
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 اثʗʰ ان   (6)

𝑎𝑟𝑔 ൬
𝑧ଵ

𝑧ଶ
൰ = 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 

 البرهان
𝑧ଵ = 𝑟ଵ(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ),    𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) = 𝜃ଵ 

𝑧ଶ = 𝑟ଶ(cos 𝜃ଶ + 𝑖 sin 𝜃ଶ),    𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) = 𝜃ଶ 

⟹
𝑧ଵ

𝑧ଶ
=

𝑟ଵ(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ)
𝑟ଶ(cos 𝜃ଶ + 𝑖 sin 𝜃ଶ) 

=
𝑟ଵ(cos 𝜃ଵ + 𝑖 sin 𝜃ଵ)
𝑟ଶ(cos 𝜃ଶ + 𝑖 sin 𝜃ଶ) .

(cos 𝜃ଶ − 𝑖 sin 𝜃ଶ)
(cos 𝜃ଶ − 𝑖 sin 𝜃ଶ) 

=
𝑟ଵ

𝑟ଶ

[(cos 𝜃ଵ cos 𝜃ଶ + sin 𝜃ଵ sin 𝜃ଶ) + 𝑖(− cos 𝜃ଵ sin 𝜃ଶ + sin 𝜃ଵ cos 𝜃ଶ)]
cosଶ 𝜃ଶ + sinଶ 𝜃ଶ

 

⟹
𝑧ଵ

𝑧ଶ
=

𝑟ଵ

𝑟ଶ
[cos(𝜃ଵ − 𝜃ଶ) + 𝑖 sin(𝜃ଵ − 𝜃ଶ)] 

𝑎𝑟𝑔 ൬
𝑧ଵ

𝑧ଶ
൰ = 𝜃ଵ − 𝜃ଶ 

= 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଵ) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧ଶ) 
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 مبرهنة دي موفري  (14.1)

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)௡ = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 

 ʘʽح𝑛 ʖجʨح مॽʴد صʙع 

cos   بʨاسʢة مʛʰهʻة دȑ مʨفȑʛ جʙ  مثال  2𝜃 sin  و 2𝜃   ʧلالة مʙبcos 𝜃 sin و 𝜃 

cos)                               :الحل 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)ଶ = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 

cosଶ 𝜃 − sinଶ 𝜃 + 2𝑖 cos 𝜃 sin 𝜃 = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃 
⟹ cos 2𝜃 = cosଶ 𝜃 − sinଶ 𝜃 
⟹ sin 2𝜃 = 2 cos 𝜃 sin 𝜃 

 صيغة اويلر (15.1)

 ǽعʛʰ عʧ صॽغة اوȄلǼ ʛالʺʢʱاǼقة الاتॽة 

𝒆𝒊𝜽 = 𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽 

  ʙد الʺعقʙة العǼاʱؗ ʧȞʺȄو𝑧  ةॽغة الاتॽʸالǼ 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝒓𝒆𝒊𝜽 

 ʧȞʺǽ ان نعʛʰ عʧ الʛʽʤʻ الʹȃʛي ؗʺا یلي ومʻها

𝒛ି𝟏 =
𝟏
𝒓

𝒆ି𝒊𝜽 

 ونعʛʰ عʧ حاصل ضʛب عʙدیʧ معقʙیʧ ؗʺا یلي

𝒛𝟏. 𝒛𝟐 = ൫𝒓𝟏𝒆𝒊𝜽𝟏൯. ൫𝒓𝟐𝒆𝒊𝜽𝟐൯ = 𝒓𝟏𝒓𝟐𝒆𝒊(𝜽𝟏ା𝜽𝟐) 

ʚلʥ عʺلॽة القʶʺة   وؗ

  
𝒛𝟏

𝒛𝟐
=

𝒓𝟏𝒆𝒊𝜽𝟏

𝒓𝟐𝒆𝒊𝜽𝟐
=

𝒓𝟏

𝒓𝟐
𝒆𝒊(𝜽𝟏ି𝜽𝟐) 

 


