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cos   اثʗʰ ان    مثال  𝜃 = ഇାషഇ

ଶ
  

  :الحل

𝑒ఏ = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

𝑒(ିఏ) = cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃) ⟹ 𝑒ିఏ = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 

𝑒ఏ + 𝑒ିఏ = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 + cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 = 2 cos 𝜃 

⟹ cos 𝜃 =
𝑒ఏ + 𝑒ିఏ

2
 

 القوى للعدد المعقد (16.1)

𝑧اذا ؗان  = 𝑟𝑒ఏ  دʙة للعʴॽʴʸال Ȑʨفان الق ʛصف ȑاوʶǽ لاz   ةॽغة الاتॽʸǼ ىʢتع 

𝒛𝒏 = 𝒓𝒏𝒆𝒊𝒏𝜽, 𝒏 = 𝟎, ±𝟏, ±𝟐, … 

𝑧اذا ؗان    مثال  = 𝑟𝑒ఏ  ʙد معقʙوؗان   ع𝑟 =  اثʗʰ ان   1
𝑧ଷ = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃 

 :الحل

𝑧ଷ = 𝑒ଷఏ = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)ଷ = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃    (   ȑʛفʨم ȑغة  دॽص ) 

1)احʖʶ     مثال  + 𝑖)଼   

 :الحل

𝑟 = √2, 𝜃 = tanିଵ(1) =
𝜋
4

, 

1 + 𝑖 = √2𝑒ቀగ
ସቁ 

(1 + 𝑖)଼ = ቀ√2𝑒
గ
ସቁ

଼
= 2ସ𝑒ଶగ = 16(cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋) = 16(1 + 0) = 16 
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 الجذور للعدد المعقد (17.1)

   ʙد معقʙع ȑني لأʨʻر الʚʳال𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)  ʙد الʺعقʙالع ʨه ȑʛصف ʛʽغ𝜔  الʺعادلة Șقʴǽ ȑʚال

 الاتॽة:

𝜔 = √𝑟 ൬cos
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
+ 𝑖 sin

𝜃 + 2𝑘𝜋
𝑛

൰ 

 ʘʽح√𝑟 قيॽʁʴد الʙني للعʨʻر الʚʳل الʲʺǽ 𝑟  ʙد الʺعقʙل العʨʡ لʲʺǽ ȑʚال𝑧  ،  وان𝑘 = 0,1, … , 𝑛 − والʜاوȄة    1

θ   . ʙد الʺعقʙة العȄهي زاو ʙد الʺعقʙة للعॽنʨʻور الʚʳعة ؗل الʨʺʳوان م   𝜔  :هي {𝜔, 𝜔ଵ, 𝜔ଶ, … , 𝜔ିଵ} 

𝑧ସجʙ جʚور      مثال  = 1   

൫𝑟𝑒ఏ൯ସ        :الحل
= 1. 𝑒  ⇒ 𝑟ସ𝑒ସఏ = 1. 𝑒, 𝑟ସ = 1 ⇒ 𝑟 = 1, 𝜃 = 0,  

Or   𝑧 = 1 ⟹ 𝑟 = √1ଶ + 0ଶ = 1, 𝜃 = 𝑡𝑎𝑛ିଵ ቀ
ଵ
ቁ = 0 

𝑟 = 1, 𝜃 = 0, 𝑛 = 4, 𝑘 =  اذن                                      0,1,2,3

𝜔 = √1ర ቆcos
0 + 2(0)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(0)𝜋
4

ቇ = (cos 0 + 𝑖 sin 0) = 1.  

𝜔ଵ = √1ర ൬cos
0 + 2(1)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(1)𝜋
4

൰ = ቀcos
𝜋
2

+ 𝑖 sin
𝜋
2

ቁ = 𝑖 

𝜔ଶ = √1ర ൬cos
0 + 2(2)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(2)𝜋
4

൰ = (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = −1 

𝜔ଷ = √1ర ൬cos
0 + 2(3)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(3)𝜋
4

൰ = ൬cos
3𝜋
2

+ 𝑖 sin
3𝜋
2

൰ = −𝑖 

𝑧ସ اذن جʚور  = ,1}هي الʺʨʺʳعة   1 𝑖, −1, −𝑖 }  

Exercises (5)  
sin    اثʗʰ ان  (1) 𝜃 = ഇିషഇ

ଶ
 

𝑧اذا ؗان  (2) = 𝑟𝑒ఏ ʙد معقʙان ع 𝑟وؗ = 𝑧   اثʗʰ ان   1 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 
(3)   ʖʶ1−)اح + 𝑖), ( 1 + 𝑖)ି଼   

𝑧ସجʙ جʚور    (4) = 2  ʖʶ(2)او اح
భ
ర 

(5)  ʖʶ(1−)اح
భ
య , (−𝑖)

భ
య  ʦسʛمع ال 
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 حل تمارين 5 

sin    اثʗʰ ان  (1) 𝜃 = ഇିషഇ

ଶ
 

 :الحل

𝑒ఏ = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

𝑒(ିఏ) = cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃) ⟹ 𝑒ିఏ = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 

𝑒ఏ − 𝑒ିఏ = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 = 2𝑖 sin 𝜃 

⟹ sin 𝜃 =
𝑒ఏ − 𝑒ିఏ

2𝑖
 

𝑧اذا ؗان  (2) = 𝑟𝑒ఏ ʙد معقʙان ع 𝑟وؗ = 𝑧   اثʗʰ ان   1 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 

 :الحل

𝐿. 𝐻. 𝑆.: 𝑧 = 𝑟𝑒ఏ = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃     ቀ   ȑʛفʨم ȑغة  دॽص ቁ 

= 𝑅. 𝐻. 𝑆. 

(3)   ʖʶ1−)اح + 𝑖), ( 1 + 𝑖)ି଼   

1 )                                                                                :الحل + 𝑖)ି଼ 

  𝑧 = 1 + 𝑖    , 𝑟 = √2     , 𝜃 = tanିଵ(1) =
𝜋
4

       , 1 + 𝑖 = √2𝑒ቀగ
ସቁ 

(1 + 𝑖)ି଼ = ቀ√2𝑒
గ
ସቁ

ି଼
= 2ିସ𝑒ିଶగ =

1
16

(cos(−2𝜋) + 𝑖 sin(−2𝜋)) 

=
1

16
(cos 2𝜋 − 𝑖 sin 2𝜋) =

1
16

(1 − 0) =
1

16
 

(−1 + 𝑖) 
  𝑧 = −1 + 𝑖    , 𝑟 = √2     , 𝜃 = tanିଵ(−1) = −

𝜋
4

       , −1 + 𝑖 = √2𝑒ቀିగ
ସቁ 

(−1 + 𝑖) = ቀ√2𝑒ିగ
ସቁ


= 2ଷ𝑒ିଷ

ଶగ = 8 ൬cos ൬−
3𝜋
2 ൰ + 𝑖 sin ൬−

3𝜋
2 ൰൰ = 8(0 − 𝑖(−1)) = 8𝑖 
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𝑧ସجʙ الʚʳور لـ    (4) = 2     ʖʶ(2)أو اح
భ
ర   

𝑍    :الحل = 2 ⇒ 𝑧 = 2 + 0𝑖, 𝑟 = √2ଶ + 0ଶ = 2,𝜃 = tanିଵ ቀ
ଶ
ቁ , ⟹ 𝜃 = 0  

𝐨𝐫:     𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 2. 𝑒0𝑖  ⇒   𝑟 = 2   , 𝜃 = 0 

𝑟 = 2, 𝜃 = 0, 𝑛 = 4, 𝑘 = 0,1,2,3 

𝜔 = √𝑟 ൬cos
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛 + 𝑖 sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛 ൰ 

𝜔 = √2ర ቆcos
0 + 2(0)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(0)𝜋

4 ቇ = √2ర (cos 0 + 𝑖 sin 0) = √2ర (1 + 1) = √2ర .  

𝜔ଵ = √2ర ൬cos
0 + 2(1)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(1)𝜋

4 ൰ = ቀcos
𝜋
2 + 𝑖 sin

𝜋
2ቁ = √2ర (0 + 𝑖) = √2ర 𝑖 

𝜔ଶ = √2ర ൬cos
0 + 2(2)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(2)𝜋

4 ൰ = (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = √2ర (−1 + 0) = −√2ర  

𝜔ଷ = √1ర ൬cos
0 + 2(3)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(3)𝜋

4 ൰ = ൬cos
3𝜋
2 + 𝑖 sin

3𝜋
2 ൰ = √2ర (0 − 𝑖) = −√2ర 𝑖 

𝑧ସ اذن جʚور  = 2ర√ }هي الʺʨʺʳعة   2  , √2ర 𝑖 , −√2ర   , −√2ర 𝑖  }  

(5)  ʖʶ(1−)اح
భ
య , (−𝑖)

భ
య  ʦسʛمع ال 

(1−)                                                                             :الحل
భ
య = 

𝑧 = 𝑟𝑒ఏ, 𝑟 = ඥ−1ଶ + 0 = 1 , 𝜃 = tanିଵ ቀ
𝑦
𝑥

ቁ = tanିଵ(0) , 𝜃 = 𝜋 ቀلʺاذا  ؟ቁ 

(1−)مʺʧȞ نʙʴد مʨقع العʙد  ʦسʛال ʧم او    الربع الثاني ⇐ ቀcos 𝜃 = ௫


= −1ʖسال , sin 𝜃 = ௬


= 0 ʖجʨمቁ  

𝑟 = 1, 𝜃 = 𝜋, 𝑛 = 3, 𝑘 = 0,1,2 

𝜔 = √1య ቆcos
𝜋 + 2(0)𝜋

3 + 𝑖 sin
𝜋 + 2(0)𝜋

3 ቇ = ቀcos
𝜋
3 + 𝑖 sin

𝜋
3ቁ =

1
2 + 𝑖

√3
2   

𝜔ଵ = √1య ቆcos
𝜋 + 2(1)𝜋

3 + 𝑖 sin
𝜋 + 2(1)𝜋

3 ቇ = (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = −1 + 0𝑖 = −1 

𝜔ଶ = √1య ቆcos
𝜋 + 2(2)𝜋

3 + 𝑖 sin
𝜋 + 2(2)𝜋

3 ቇ = ൬cos
5𝜋
3 + 𝑖 sin

5𝜋
3 ൰ =

1
2 − 𝑖

√3
2  

𝑧ଷ اذن جʚور  = 1 }هي الʺʨʺʳعة   1−
2

+ 𝑖 √3

2
 , −1  , 1

2
− 𝑖 √3

2
  } 
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(−𝑖)
ଵ
ଷ = 

𝑧 = 𝑟𝑒ఏ, 𝑟 = ඥ0 + (−1)ଶ = 1 , 𝜃 = tanିଵ ൬
−1
0

൰ =  ቁلʺاذا  ؟ቀ               كʺॽة معʛفة

مʺʧȞ نʙʴد مʨقع العʙد  (−𝑖) مʧ الʛسʦ او   الربع الثالث ⇐ ቀcos 𝜃 = ௫


= 0 ʖجʨم , sin 𝜃 = ௬


= −1 ʖسالቁ  

𝑟 = 1, 𝜃 = −
𝜋
2

, 𝑛 = 3, 𝑘 = 0,1,2 

𝜔 = √1య ቆcos
−𝜋/2 + 2(0)𝜋

3 + 𝑖 sin
−𝜋/2 + 2(0)𝜋

3 ቇ = ቀcos
𝜋
6 − 𝑖 sin

𝜋
6ቁ =

√3
2 −

1
2 𝑖 

𝜔ଵ = √1య ቌcos
− 𝜋

2 + 2(1)𝜋
3 + 𝑖 sin

− 𝜋
2 + 2(1)𝜋

3 ቍ = ቀcos
𝜋
2   + 𝑖 sin

𝜋
2ቁ = 0 + 𝑖 

𝜔ଶ = √1య ቌcos
− 𝜋

2 + 2(2)𝜋
3 + 𝑖 sin

− 𝜋
2 + 2(2)𝜋

3 ቍ = ൬cos
7𝜋
6 + 𝑖 sin

7𝜋
6 ൰ = −

√3
2 −

1
2 𝑖 

𝑧ଷ اذن جʚور  = −𝑖   عةʨʺʳʺهي ال√ଷ
ଶ

− ଵ
ଶ

𝑖 , 𝑖  , − √ଷ
ଶ

− ଵ
ଶ

𝑖 } 

 ملاحظة

cos ൬
7𝜋
6

൰ = cos ቀ𝜋 +
𝜋
6

ቁ = cos 𝜋 cos
𝜋
6

− sin 𝜋 sin
𝜋
6

= (−1) ቆ
√3
2

ቇ − (0) ൬
1
2

൰ = −
√3
2

 

sin ቀగ


ቁ = sin ቀ𝜋 + గ


ቁ = sin 𝜋 cos గ


+ sin గ


cos 𝜋 = (0) ቀ√ଷ
ଶ

ቁ + ቀଵ
ଶ
ቁ (−1) = − ଵ

ଶ
  

 

 

 

 

 

 

 

𝜃 = −
𝜋
2

 

𝑧 = −𝑖 
𝑦 

𝑥 

𝜔ଶ = −
√3
2 − 𝑖

1
2 

𝜔ଵ = 0 + 𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

(−1)
ଵ
ଷ 

𝜔 =
√3
2 − 𝑖

1
2 

𝜔ଶ = −
1
2

− 𝑖
√3
2

 

𝜔ଵ = −𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

(−𝑖)
ଵ
ଷ  

𝜔 =
1
2 + 𝑖

√3
2  
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 الفصل الثاني
 الدوال التحليلية

 المتغير المعقد (1.2)

 ʗاذا ؗان𝐷  ان یʛمʜ لأȑ عʙد مʧ الʺʨʺʳعة الاعʙاد الʺعقʙة الʺقابلة  𝑧مʨʺʳعة مʧ الʻقاȋ غʛʽ خالॽة، وؗ

 مʢʻقة تغʛʽʽه. ʶǽ 𝐷ʺى مʱغʛʽ معقʙا وتʶʺى 𝑧، فأن  𝐷للʺʨʺʳعة 

 الدوال المعقدة  (2.2)

 ʧؔʱل𝐷 و𝑅 انʱʽخال ʛʽان غʱعʨʺʳا م ʧم , ʙالʺعق ȑʨʱʶʺفي ال ȋقاʻقال لǽ𝑓  فةʛالة معʙالʧم 𝐷  الى𝑅  ʗاذا ؗان

𝑅  ʘʽʴǼ𝑓(𝑧) في  𝑤 ، یʨجʙ عʙدا 𝐷في  zلؔل  = 𝑤   ، عةʨʺʳʺى الʺʶت𝐷 الةʙلل (Șلʢʻʺال ) الʳʺو  ال

 . ) للʙالةȐʙ( الʺ الʺʱʶق𝑅   ʛالʺʨʺʳعة 

𝑓(𝑧)جʙ الʺʳال ( الʺʢʻلȘ) للʙالة الاتॽة  مثال  = ଵ
௭మାସ

 

𝐷   :الحل = {𝑧: 𝑧𝜖ℂ, 𝑧 ≠ 2𝑖}                                              

ʱؗ ʧȞʺǽ 𝑓(𝑧)اǼة الʙالةملاحظة:  = 𝑤 ل الاتيȞʷǼ 

𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 

  ʘʽح𝑢(𝑥, 𝑦)   الةʙقي للॽʁʴء الʜʳل الʲʺǽ𝑓  ʘʽو ح𝑣(𝑥, 𝑦)   الةʙالي للॽʵء ال الʜʳل الʲʺǽ𝑓  ان ȑأ 

𝑅(𝑤) = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝐼(𝑤) = 𝑣(𝑥, 𝑦) 

𝑤لʙالة الاتॽة اكʖʱ ا  مثال  = 𝑧ଶ  غةॽʸǼ𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 الةʙالي للॽʵقي والॽʁʴء الʜʳد الʙح ʦث 

 :الحل

𝑙𝑒𝑡  z = 𝑥 + 𝑖𝑦 
𝑤 = 𝑧ଶ = (𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ = (𝑥ଶ − 𝑦ଶ) + 2𝑖𝑥𝑦 

𝑅(𝑤) = 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ, 

𝐼(𝑤) = 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑖𝑥𝑦 
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 دالة وحيدة القيمة (3.2)

𝑧𝜖𝐷تʨؔن الʙالة وحʙʽ الॽʁʺة اذا ؗان لؔل  w فقȌ واحʙةتقابله ॽʀʺة   ʘʽʴǼ𝑓(𝑧) ان  𝑅 في  = 𝑤 

𝑤مʲال على دالة وحʙʽ الॽʁʺة   = 𝑧ଶ + 𝑧 + 1 

 دالة متعددة القيم (4.2)

𝑓(𝑧)الʙالة تʶʺى  = 𝑤 دʙعʱاذا ؗان لؔل  م ʦॽʁال𝑧𝜖𝐷   تقابله ʧم ʛʲة في اكʙة واحʺॽʀ𝑅  الةʙال ʧم𝑓(𝑧) 

𝑤هل ان الʙالة الاتॽة مʱعʙدة الʦॽʁ   مثال  = 𝑧
భ
య 

𝑤دالة     :الحل = 𝑧
భ
య  لؔل ʘʽح  ʦॽʁد الʙعʱمz    الةʙال ʦॽʀ ʧم ʦॽʀ تقابله ثلاثw لان 

𝑤 = 𝑧
ଵ
ଷ = √𝑟య ൬cos

𝜃 + 2𝑘𝜋
3

+ 𝑖 sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

3
൰ , 𝑘 = 0,1,2 

 الدالة المتباينة  (5.2)

 ʧؔʱل𝑤 = 𝑓(𝑧)  لقهاʢʻدالة م𝐷  اذا ؗان لؔل Ȍة اذا وفقʻایॼʱالة مʙقال ان الǽ𝑧ଵ, 𝑧ଶ ∈ ℂ فأن 

𝑓(𝑧ଵ) = 𝑓(𝑧ଶ) ⇔ 𝑧ଵ = 𝑧ଶ 

 الدالة العكسية (6.2)

 ʧؔʱل𝑓  لقهاʢʻدالة م𝐷   اهاʙوم𝑅   الةʙة للॽʶȞالة العʙفأن ال 𝑓   لها ʜمʛȄو)𝑓ିଵ  لقهاʢʻهي دالة م (𝑅  اهاʙوم

𝐷  لؔل𝑤 ∈ 𝑅  ʙجʨفأن یz ∈ 𝐷   ʘʽʴǼ𝑤 = 𝑓(𝑧) 

𝑧أȑ ان   𝑤بʙلالة    𝑧ن𝑓   ʙʳولʶʴاب الʙالة العॽʶȞة للʙالة  = 𝑓ିଵ(𝑤)   ةॽغة الاتॽʸالǼ هاʱابʱؗ ʙʽنع ʦث𝑤 =
𝑓ିଵ(𝑧) 

𝑓(𝑧) جʙ معʨȞس الʙالة   مثال  = ଶ
௭ାଵ

𝑧حʘʽ ان   ≠ 1 

   :الحل

𝑤 =
2

𝑧 + 1
⟹ 𝑤(1 + 𝑧) = 2 ⟹ 𝑤 + 𝑤𝑧 =

2 − 𝑤
𝑤

⟹ 𝑧 =
2
𝑤

− 1 

𝑤  وʱؗ ʧȞʺȄابʱها Ǽالॽʸغة = 𝑓ିଵ(𝑧) = ଶ
௭

− 1 
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 الدالة المركبة  (7.2)

:𝑓لʧؔʱ الʙالة      𝐵 ⟶ 𝐶   و 𝑔: 𝐴 → 𝐵  فاندوال 𝑓  ʖʽ ʛؗت𝑔  له ʜمʛȄو 𝑓𝑜𝑔 ف علʛانها دالة  ىتع
 𝑓𝑜𝑔: 𝐴 ⟶ 𝑐  اليʱف ؗالʛوتع 

(𝑓𝑜𝑔)(𝑧) = 𝑓൫𝑔(𝑧)൯, ∀ 𝑧 ∈ 𝐴 

≠ 𝑓𝑜𝑔  ملاحʤة:    𝑔𝑜𝑓 

𝑓(𝑧) اذا ؗان    مثال  = 𝑧ଶ  ان ʘʽح𝑔(𝑧) = 𝑧 + 1  ʙج   :𝑓𝑜𝑔 , 𝑔𝑜𝑓   

   :الحل
(𝑓𝑜𝑔) (𝑧) = 𝑓൫𝑔(𝑧)൯ = (𝑧 + 1)ଶ 
(𝑔𝑜𝑓) = 𝑔൫𝑓(𝑧)൯ = 𝑧ଶ + 1 

 اتالغاي (8.2)
ǽ𝑓(𝑧)قال للʙالة  = 𝑤  ةʢقʻار الʨʳǼ فةʛالʺع𝑧  لʲة مǽلها غا𝑤  بʛʱما تقʙʻع𝑧   ʧم𝑧  ʖʱؔوت 

𝐥𝐢𝐦
𝒛⟶𝒛𝟎

𝒇(𝒛) = 𝒘𝟎 

 إذا وفقȌ إذا 
∀ϵ > 0, ∃ 𝛿 > 0 ,0 < |𝑧 − 𝑧| < 𝛿 ⇒ |𝑤 − 𝑤| < ϵ 

𝑓(𝑧)وهǽ ʚعʻي انه ان ॽʀʺة الʙالة  = 𝑤  ʧة مॼȄʛح قॼʸت𝑤  ماʙʻع𝑧  ʧا مʙه جॽȃʛق𝑧. 

 

 

 

 

 

ʜها  ʛؗة مʛي تقع في دائʱال ʛاصʻان الع ȑاب أʛʱم الاقʨضح مفهʨل یȞʷال𝑧  هاʛʢف قʸون𝛿  ȑʨʱʶʺفي ال𝑥𝑦   فانه

ʜها  ʛؗم Ȑʛة أخʛتقع في دائ ʛاصʻه العʚر لهʨʸع الॽʺج𝑤  ها  وʛʢف قʸن𝜖  ȑʨʱʶʺفي ال𝑢𝑣 . 
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