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 الدالة المركبة  (7.2)

:𝑓لʧؔʱ الʙالة      𝐵 ⟶ 𝐶   و 𝑔: 𝐴 → 𝐵  فاندوال 𝑓  ʖʽ ʛؗت𝑔  له ʜمʛȄو 𝑓𝑜𝑔 ف علʛانها دالة  ىتع
 𝑓𝑜𝑔: 𝐴 ⟶ 𝑐  اليʱف ؗالʛوتع 

(𝑓𝑜𝑔)(𝑧) = 𝑓൫𝑔(𝑧)൯, ∀ 𝑧 ∈ 𝐴 

≠ 𝑓𝑜𝑔  ملاحʤة:    𝑔𝑜𝑓 

𝑓(𝑧) اذا ؗان    مثال  = 𝑧ଶ  ان ʘʽح𝑔(𝑧) = 𝑧 + 1  ʙج   :𝑓𝑜𝑔 , 𝑔𝑜𝑓   

   :الحل
(𝑓𝑜𝑔) (𝑧) = 𝑓൫𝑔(𝑧)൯ = (𝑧 + 1)ଶ 
(𝑔𝑜𝑓) = 𝑔൫𝑓(𝑧)൯ = 𝑧ଶ + 1 

 اتالغاي (8.2)
ǽ𝑓(𝑧)قال للʙالة  = 𝑤  ةʢقʻار الʨʳǼ فةʛالʺع𝑧  لʲة مǽلها غا𝑤  بʛʱما تقʙʻع𝑧   ʧم𝑧  ʖʱؔوت 

𝐥𝐢𝐦
𝒛⟶𝒛𝟎

𝒇(𝒛) = 𝒘𝟎 

 إذا وفقȌ إذا 
∀ϵ > 0, ∃ 𝛿 > 0 ,0 < |𝑧 − 𝑧| < 𝛿 ⇒ |𝑤 − 𝑤| < ϵ 

𝑓(𝑧)وهǽ ʚعʻي انه ان ॽʀʺة الʙالة  = 𝑤  ʧة مॼȄʛح قॼʸت𝑤  ماʙʻع𝑧  ʧا مʙه جॽȃʛق𝑧. 

 

 

 

 

 

ʜها  ʛؗة مʛي تقع في دائʱال ʛاصʻان الع ȑاب أʛʱم الاقʨضح مفهʨل یȞʷال𝑧  هاʛʢف قʸون𝛿  ȑʨʱʶʺفي ال𝑥𝑦   فانه

ʜها  ʛؗم Ȑʛة أخʛتقع في دائ ʛاصʻه العʚر لهʨʸع الॽʺج𝑤  ها  وʛʢف قʸن𝜖  ȑʨʱʶʺفي ال𝑢𝑣 . 

𝑤 

𝑤 

𝑣 

𝑢 

𝑧 

𝑧 

𝑦 

𝑥 
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 ملاحظات 

  ةʢقʻار الʨج ȋقاʻع الॽʺفة علة جʛلة معʙن الʨؔان ت ʖʳǽ ةǽالغا ʅȄʛتع ʧم𝑧 

  هǼ بʛʱي تقʱاه الʳالات ȋʛʱʷǽ ʦل𝑧  ʧم𝑧. 

  هاʽن فʨȞǽ يʱالة الʴل الʺʷॽة لǽالغا ʅȄʛعʱع الॽسʨت ʧȞʺǽ𝑧  Șقʴأن تǼ ʥالة وذلʙال Șلʢʻʺة لॽʢॽʴة مʢنق
𝑧| ةوتʴقȘ الʺॼʱایʻ مʢʻلȘ الʙالةالʱي تقع في  الاولى مʧ الʱعʅȄʛ الʺॼʱایʻة − 𝑧| ≤ 𝛿 . 

lim اثʗʰ ان        مثال 
௭⟶ଶିଵ

(2𝑧 + 3) = 4𝑖 + 1 

ϵ نفʛض ان   :الحل > ʘʽʴǼ  |𝑓(𝑧) ان  0 − 𝑓(𝑧)| < ϵ  

  ʙجʨانه ی ʧهʛʰان ن ʖʳǽ اذن𝛿 > ʘʽʴǼ  |𝑧 ان   0 − (2𝑖 − 1)| < 𝛿 

     |𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧)| < ϵ  
⇒ |(2𝑧 + 3) − (4𝑖 − 1)| < ϵ 
⇒ |2𝑧 − 4𝑖 + 2| < ϵ ,     
⇒ |2||𝑧 − (2𝑖 − 1)| < ϵ ,       (|2| = 2  ) 
⇒ |𝑧 − (2𝑖 − 1)| <

ϵ
2

 ,  (  نقسم على 2)       ,

𝐿𝑒𝑡 𝛿 =
ϵ
2

⇒ |𝑧 − (2𝑖 − 1)| < 𝛿 

lim اذن      
௭⟶ଶିଵ

(2𝑧 + 3) = 4𝑖 + 1 

𝑓(𝑧): لʧȞॽ مبرهنة  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  و𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  و𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣  فأن

lim
௭⟶௭బ

𝑓(𝑧) = 𝑤  اذا Ȍؗان:  اذا فق 

lim
௫⟶௫బ

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢    , lim
௬⟶௬బ

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣 

lim: لʧȞॽ مبرهنة  
௭⟶௭బ

𝑓(𝑧) = 𝐴    وlim
௭⟶௭బ

𝑔(𝑧) = 𝐵    فأن 

 lim
௭⟶௭బ

[𝑓(𝑧) ∓ 𝑔(𝑧)] = 𝐴 ∓ 𝐵 

 lim
௭⟶௭బ

[𝑓(𝑧). 𝑔(𝑧)] = 𝐴. 𝐵 

 lim
௭⟶௭బ

ቂ(௭)
(௭)ቃ = 


, 𝐵 ≠ 0 

 lim
௭⟶௭బ

|𝑓(𝑧)| = |𝐴|  
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limاثʗʰ ان  الغاǽة الاتॽة      :مثال
௭⟶

௭
௭

 غʛʽ مʨجʨدة    

𝑧نفʛض ان    :الحل = 𝑥 + 𝑖𝑦    فأن  𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦  

𝑦مʧ الʨʴر الॽʁʴقي فأن  0م𝑧   ʧالان عʙʻما ǽقʛʱب   =  فأن 0

lim
௭⟶

𝑧
𝑧

= lim
௭⟶

𝑥
𝑥

= 1 = 𝐿ଵ 

𝑥مʧ الʨʴر الॽʵالي فأن  0م𝑧   ʧوعʙʻما ǽقʛʱب  =  فأن 0

lim
௭⟶

𝑧
𝑧

= lim
௭⟶

−𝑖𝑦
𝑖𝑦

= −1 = 𝐿ଶ 

⟹ 𝐿ଵ ≠ 𝐿ଶ 

 اذن الغاǽة غʛʽ مʨجʨدة

 

Exercises (6)  
𝑤اذا ؗان  .1 = 𝑓(𝑧) = 𝑧ଶ +  فʙʳ ؗلا مǽ ʧأتي 1

𝑓(−2 + 𝑖) , 𝑓(1 − 3𝑖) , 𝑓(𝑖) 
 جʙ الʺʳال (الʺʢʻلȘ) للʙوال الاتॽة  .2

𝐚.    𝑤 =
1
𝑧

                        𝐛.    𝑤 =
𝑧 − 1
𝑧 + 1

                 𝐜.    𝑤 =
1

𝑧ଶ + 1
       

𝐝.    𝑤 =
𝑧

𝑧 + 𝑧
                𝐞.    𝑤 =

𝑧
𝑧 − 𝑧

                  𝐟.   𝑤 =
1

1 − |𝑧| 

𝑤اكʖʱ الʙوال الاتॽة ॽʸǼغة  .3 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 
a. 𝑤 = 𝑧ଷ 
b. 𝑤 = ଵ

௭మ 

c. 𝑤 = 2൫𝑒ఏ൯ଵ 
lim اثʗʰ ان   .4

௭⟶ଵ
௭
ଶ

= 
ଶ

 

limاثʗʰ ان  .5
௭⟶ଵ

2𝑖𝑧 = 2𝑖 

limاثʗʰ ان  الغاǽة الاتॽة    .6
௭⟶

௭
|௭|   دةʨجʨم ʛʽغ 
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6حل تمارين   
𝑤اذا ؗان  .1 = 𝑓(𝑧) = 𝑧ଶ +  فʙʳ ؗلا مǽ ʧأتي 1

𝑓(−2 + 𝑖) , 𝑓(1 − 3𝑖) , 𝑓(𝑖) 
𝑓(−2 + 𝑖) = (−2 + 𝑖)ଶ + 1 = 4 − 4𝑖 − 1 + 1 = 4 − 4𝑖 
𝑓(1 − 3𝑖) = (1 − 3𝑖)ଶ + 1 = 1 − 6𝑖 − 9 + 1 = −7 − 9𝑖 

𝑓(𝑖) = 𝑖ଶ + 1 = 0 

 
 جʙ الʺʳال (الʺʢʻلȘ) للʙوال الاتॽة  .2

a. 𝑤 = ଵ
௭

  ,       𝐷௪ = ℂ/{0} 

b. 𝑤 = ௭ିଵ
௭ାଵ

,     𝐷௪ = {𝑧𝜖ℂ, 𝑧 ≠ −𝑖ସ, 𝑛 = 1,2,3, . . } 

c. 𝑤 = ଵ
௭మାଵ

,   𝐷௪ = {𝑧𝜖ℂ, 𝑧 ≠ 𝑖ଶ(ଵାଶ), 𝑛 = 0,1,2, … } 

d. 𝑤 = ௭
௭ା௭

,    𝐷௪ = {𝑧𝜖ℂ, 𝑧 ≠ 0 & 𝑅(𝑧) ≠ 0} 

e. 𝑤 = ௭
௭ି௭

,    𝐷௪ = {𝑧𝜖ℂ, 𝑧 ≠ 0 & 𝐼(𝑧) ≠ 0} 

f. 𝑤 = ଵ
ଵି|௭| , 𝐷௪ = ℂ/{−1,1, −𝑖, 𝑖} 

𝑤اكʖʱ الʙوال الاتॽة ॽʸǼغة  .3 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 
a. 𝑤 = 𝑧ଷ 
𝑤 = 𝑧ଷ = (𝑥 + 𝑖𝑦)ଷ = 𝑥ଷ + 3𝑥ଶ(𝑖𝑦) + 3𝑥(𝑖𝑦)ଶ + (𝑖𝑦)ଷ 

= (𝑥ଷ − 3𝑥𝑦ଶ) + 𝑖(3𝑥ଶ𝑦 − 𝑦) 

b. 𝑤 = ଵ
௭మ 

𝑤 =
1
𝑧ଶ =

1
(𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ =

1
𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑖𝑥𝑦

 
𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑖𝑥𝑦
𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑖𝑥𝑦

 

=
𝑥ଶ − 𝑦ଶ

(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)ଶ + (2𝑥𝑦)ଶ − 𝑖
2𝑥𝑦

(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)ଶ + (2𝑥𝑦)ଶ 

c. 𝑤 = 2൫𝑒ఏ൯ଵ 

𝑤 = 2𝑒ଵఏ = 2cos(10𝜃) + 2𝑖sin(10𝜃) 
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lim اثʗʰ ان    .4
௭⟶ଵ

௭
ଶ

= 
ଶ

 

ϵنفʛض ان    :الحل > ʘʽʴǼ|𝑓(𝑧) ان    0 − 𝑓(𝑧)| < ϵ  

  ʙجʨانه ی ʧهʛʰان ن ʖʳǽ اذن𝛿 > ʘʽʴǼ  |𝑧 ان   0 − 1| < 𝛿 

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧)| < ϵ ⇒ ฬ
𝑖𝑧
2

−
𝑖
2

ฬ < ϵ 

⇒ ቤ
𝑖(𝑧 − 1)

2
ቤ < ϵ ,              

⇒
|𝑖||𝑧 − 1|

|2| < ϵ    ,   (, (|2| = 2)|𝑖| = 1 ʖʰʶال) 

⇒ |𝑧 − 1| < 2ϵ ,         (2 نضرب في  ) 

𝐿𝑒𝑡 𝛿 = 2ϵ ⇒ |𝑧 − 1| < 𝛿 ⇒  lim
௭⟶ଵ

𝑖𝑧
2

=
𝑖
2
 

limاثʗʰ ان  .5
௭⟶ଵ

2𝑖𝑧 = 2𝑖 

ϵنفʛض ان    :الحل > ʘʽʴǼ|𝑓(𝑧) ان    0 − 𝑓(𝑧)| < ϵ   ʙجʨانه ی ʧهʛʰان ن ʖʳǽ اذن𝛿 > 0  
ʘʽʴǼ  |𝑧 ان  − 1| < 𝛿 

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧)| < ϵ ⇒ |2𝑖𝑧 − (2𝑖)| < ϵ  
⇒ |2𝑖||𝑧 − 1| < ϵ  
⇒ 2|𝑧 − 1| < ϵ     , (|2𝑖| = 2 ʖʰʶال) 

⇒ |𝑧 − 1| <
ϵ
2

 (   نقسم على 2)            ,       

𝐿𝑒𝑡 𝛿 =
ϵ
2

⇒ |𝑧 − 1| < 𝛿 ⇒ lim
௭⟶ଵ

2𝑖𝑧 = 2𝑖 

limاثʗʰ ان  الغاǽة الاتॽة    .6
௭⟶

௭
|௭|   دةʨجʨم ʛʽغ 

𝑧نفʛض ان    :الحل = 𝑥 + 𝑖𝑦      فأن𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦  

𝑦فأن  𝑥مʧ الʨʴر  0م𝑧   ʧالان عʙʻما ǽقʛʱب   = lim      فأن 0
௭⟶

௭
|௭| = lim

௭⟶
௫
௫

= 1 = 𝐿ଵ 

𝑥فأن  𝑦مʧ الʨʴر  0م𝑧   ʧوعʙʻما ǽقʛʱب  = lim      فأن 0
௭⟶

௭
|௭| = lim

௭⟶
ି௬
௬

= −1 = 𝐿ଶ 

⟹ 𝐿ଵ ≠ 𝐿ଶ    اذن الغاǽة غʛʽ مʨجʨدة
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 الاستمرارية  (9.2)

 اذا حققʗ الʛʷوȋ الاتॽة  𝐷في  z مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة الʙالة  𝑓تʨؔن 

(1) 𝑓(z)  دةʨجʨم  

(2) lim
௭⟶௭బ

𝑓(𝑧)   مʨجʨدة 

(3) 𝑓(z) = lim
௭⟶௭బ

𝑓(𝑧) 

𝑓(𝑧) تʨؔن الʙالة أȑ ان  = 𝑤  ةʢقʻار الʨʳǼ فةʛالʺع𝑧  ة فيʛʺʱʶة انها مʢقʻال𝑧  اذا ؗان لؔلϵ > 0   ʙجʨی

𝛿 > ʘʽʴǼ|𝑓(𝑧) ان  0 − 𝑓(𝑧)| < ϵ    ماʙʻع|𝑧 − 𝑧| < 𝛿 

 فأن   𝑧مʛʺʱʶتʧʽ عʙʻ الʻقʢة   𝑔(𝑧)و    𝑓(𝑧): إذا ؗانʗ الʙالʱان  مبرهنة 

 𝑓(𝑧) ∓ 𝑔(𝑧) ⟹   𝑧 مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة     

 𝑓(𝑧). 𝑔(𝑧)  ⟹   𝑧  ةʢقʻال ʙʻة عʛʺʱʶم  

 (௭)
(௭)    ⟹  𝑔(𝑧) ≠ 0 ȋʛʷǼ 𝑧 ةʢقʻال ʙʻة عʛʺʱʶم   

𝑓(𝑧) هل الʙالة الاتॽة  مثال  = ௭
ଶ

𝑧مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة   = 1    

 :الحل

𝑓(1) =  lim
௭⟶ଵ

𝑖𝑧
2

=
𝑖
2
 

𝑧اذن الʙالة مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة               = 1. 

𝑓(𝑧) هل الʙالة الاتॽة مثال  = ଵ
௭మାସ

𝑧مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة   = 2𝑖   

       :الحل
𝑓(2𝑖) = ଵ

(ଶ)మାସ
غʛʽ مʨجʨدة (لʺاذا؟)     ⟹   

             ʛʽالة غʙة  اذن الʢقʻال ʙʻة عʛʺʱʶ2م𝑖 
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 المشتقة (10.2)

ʧؔʱل 𝑓 فهاȄʛتع Șلʢʻة  دالة مʢقʻار الʨج ȑʨʴǽ𝑧  ʙʻقة عʱʷʺة ، فأن الʢقʻال𝑧  ل الاتيȞʷالǼ فʛتع 

𝑓′(𝑧) = lim
௭→௭బ

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧

 

 او 

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

, ∆𝑧 = 𝑧 − 𝑧 

𝑓(𝑧)اذا ؗانʗ    مثال  = 𝑧ଶ  ةʢقʻال ʙʻع ʅȄʛعʱام الʙʵʱاسǼ قةʱʷʺال ʙ1ج + 𝑖    

 :الحل

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

= lim
∆௭→

(𝑧 + ∆𝑧)ଶ − 𝑧ଶ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→

𝑧ଶ + 2𝑧(∆𝑧) + (∆𝑧)ଶ − 𝑧ଶ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→

∆𝑧(2𝑧 + ∆𝑧)
∆𝑧

=  lim
∆௭→

(2𝑧 + ∆𝑧) = 2𝑧 

𝑓ᇱ(1 + 𝑖) = 2 + 2𝑖 

𝑓(𝑧) اذا ؗانʗ  مثال  = 𝑧  ʙʻدة عʨجʨم ʛʽقة غʱʷʺان ال ʗʰاث𝑧 = 0 

 :الحل

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→

𝑧 + ∆𝑧 − 𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→

(∆𝑧)
∆𝑧

 

𝑧∆وȃاعॼʱار ان  = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦  جʱʻی ، 

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→

∆𝑥 − 𝑖∆𝑦
∆𝑥 + 𝑖∆𝑦
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    قسم الرياضيات الأساسية / كلية التربية /دارغوث /جامعة الموصلد. ربيع  أعداد:

2021-2022  الصف الرابع محاضرات في التحليل العقدي      

𝑧∆ عʙʻما الان → 𝑦∆مʧ على مʶار یʨازȑ الʺʨʴر الॽʁʴقي نʸʴل على  0 =  نعʨض  0

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→

∆𝑥
∆𝑥

= 1 = 𝐿ଵ 

𝑧∆ عʙʻماو → 𝑥∆مʧ على مʶار یʨازȑ الʺʨʴر الॽʵالي نʸʴل على  0 =  نعʨض  0

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→

−𝑖∆𝑦
𝑖∆𝑦

= −1 = 𝐿ଶ 

⟹ 𝐿ଵ ≠ 𝐿ଶ 

 اذن الʺʱʷقة غʛʽ مʨجʨدة

 قواعد الاشتقاق  (11.2)

(1) ௗ
ௗ௭

 (𝑘) = 0 ,    ʗثاب 𝑘 

(2) ௗ
ௗ௭

 ൫𝑘 𝑓(𝑧)൯ = 𝑘𝑓ᇱ(𝑧) 

(3) ௗ
ௗ௭

 (𝑧) = 𝑛𝑧ିଵ 

(4) ௗ
ௗ௭

 [ 𝑓(𝑧) ± 𝑔(𝑧)] = 𝑓ᇱ(𝑧) ± 𝑔′(z) 

(5) ௗ
ௗ௭

 [ 𝑓(𝑧). 𝑔(𝑧)] = 𝑓(𝑧)𝑔ᇱ(z) + 𝑓ᇱ(𝑧)𝑔(𝑧) 

(6) ௗ
ௗ௭

 ቂ(௭)
(௭)ቃ = (௭)ᇲ()ିᇲ(௭)(௭)

[(௭)]మ  

𝑓(𝑧)اذا ؗانʗ    مثال  = 3𝑧ଶ + 2𝑧 + 4  ʙج𝑓ᇱ(1 − 𝑖)  

 :الحل

𝑓ᇱ(𝑧) = 6𝑧 + 2 

⇒ 𝑓ᇱ(1 − 𝑖) = 6 − 6𝑖 + 2 = 4 + 6𝑖 

 


