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 علاقة المشتقة بالاستمرارية  (12.2)

 تلʥ الʙالة مʛʺʱʶة عʙʻ تلʥ الʻقʢة.   تʨؔن   𝑧଴قابلة لاشʱقاق عʙʻ الʻقʢة  𝑓: ؗل دالة مبرهنة 

 مʨجʨدة. الان  𝑓(𝑧଴)اذن   𝑧଴قابلة لاشʱقاق عʙʻ الʻقʢة  Ǽ :𝑓ʺا ان الʙالة  البرهان

lim
∆௭→଴

[𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)] = lim
∆௭→଴

[𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)]
∆𝑧
∆𝑧

 

= lim
∆௭→଴

ቈቆ
𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)

∆𝑧
ቇ (∆𝑧)቉ 

= lim
∆௭→଴

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

. lim
∆௭→଴

(∆𝑧) 

= 𝑓ᇱ(𝑧). 0 

= 0 

 اذن نʸʴل على 

lim
∆௭→଴

[𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)] = 0 

⇒ lim
∆௭→଴

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) = 𝑓(𝑧) 

limأȑ ان 
௭→௭బ

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧)  ʙʻة عʛʺʱʶالة مʙاذن ال𝑧଴ . 

 ʥتل ʙʻقاق عʱن قابلة للاشʨؔورة تʛʹǼ ʝॽة لʻʽة معʢنق ʙʻة عʛʺʱʶان ؗل دالة م ȑح أॽʴدائʺا ص ʝॽة لʻهʛʰʺال ʝȞع

 ʥال على ذلʲة ، مʢقʻال𝑓(𝑧) = 𝑧  ʙʻقاق عʱقابلة لاش ʛʽغ ʧؔول ʙالʺعق ȑʨʱʶʺال ȋع نقاॽʺج ʙʻة عʛʺʱʶدالة م

𝐼(𝑧) ≠ 0. 
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Exercises (7)  
𝑓(𝑧)جʙ الʻقاȋ الʱي تʨؔن فʽها الʙالة   .1 = ଵ

௭మାଵ
 غʛʽ مʛʺʱʶة 

𝑧هل الʙالة الاتॽة مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة    .2 = 𝑖 

𝑓(𝑧) = ൝
1 + 𝑖 , 𝑧 = 𝑖

1
1 − 𝑧

,      𝑧 ≠ 𝑖   

𝑧هل الʙالة الاتॽة مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة    .3 = 0 

𝑓(𝑧) = ൝
0, 𝑧 = 0
𝑧
𝑧

,      𝑧 ≠ 0
  

4.  ʗاذا ؗان𝑓(𝑧) = 𝑧ଷ  ةʢقʻال ʙʻع ʅȄʛعʱام الʙʵʱاسǼ قةʱʷʺال ʙج  (−𝑖) 

5.   ʗاذا ؗان 𝑓(𝑧) = |𝑧|ଶ  ʙʻدة عʨجʨم ʛʽقة غʱʷʺان ال ʗʰاث𝑧 = 0 

6.  ʙʻقاق عʱقابلة للاش ʛʽة وغʻʽة معʢنق ʙʻة عʛʺʱʶال على دالة مʲم ʛؗة.اذʢقʻال ʥتل 
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7حل التمارين   

𝑓(𝑧)جʙ الʻقاȋ الʱي تʨؔن فʽها الʙالة  .1 = ଵ
௭మାଵ

 غʛʽ مʛʺʱʶة  

 تʨؔن الʙالة غʛʽ مʛʺʱʶة عʙʻما تʨؔن غʛʽ مʨجʨدة أȑ عʙʻما ʨȞǽن الʺقام ʶǽاوȑ صفʛ اذن :الحل

𝑧ଶ + 1 = 0 ⟹ 𝑧ଶ = −1 ⟹ 𝑧 = ±𝑖 

اذن الʻقاȋ تʨؔن فʽها فغʛʽ مʛʺʱʶة هي   {−𝑖, 𝑖} 

𝑧هل الʙالة الاتॽة مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة    .2 = 𝑖 

𝑓(𝑧) = ൝
1 + 𝑖 , 𝑧 = 𝑖

2
1 − 𝑧

,      𝑧 ≠ 𝑖   

 :الحل
(1) 𝑓(𝑖) = 1 + 𝑖  

(2) lim
௭⟶௜

ଶ
ଵି௭

= ଶ
ଵି௜

= ଶ
ଵି௜

ଵା௜
ଵା௜

= ଶ(ଵା௜)
ଶ

= 1 + 𝑖  

(3) 𝑓(𝑖) = lim
௭⟶௜

𝑓(𝑧) = 1 + 𝑖 

  ʙʻة عʛʺʱʶالة مʙاذن ال𝑧 = 𝑖 

𝑧هل الʙالة الاتॽة مʛʺʱʶة عʙʻ الʻقʢة  .3 = 0 

𝑓(𝑧) = ൞

0, 𝑧 = 0

𝑧
  𝑧   

,        𝑧 ≠ 0
  

 :الحل
(1) 𝑓(0) = 0  
(2) lim

௭⟶଴
௭
௭
  

𝑦مʧ الʨʴر الॽʁʴقي فأن  0م𝑧   ʧالان عʙʻما ǽقʛʱب  =  فأن 0

lim
௭⟶଴

𝑧
𝑧

= lim
௭⟶଴

𝑥
𝑥

= 1 = 𝐿ଵ 
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𝑥مʧ الʨʴر الॽʵالي فأن  0م𝑧   ʧوعʙʻما ǽقʛʱب  =  فأن 0

lim
௭⟶଴

𝑧
𝑧

= lim
௭⟶଴

−𝑖𝑦
𝑖𝑦

= −1 = 𝐿ଶ 

⟹ 𝐿ଵ ≠ 𝐿ଶ 

𝑧مʛʺʱʶة عʙʻ  غʛʽ اذن الʙالة،  اذن الغاǽة غʛʽ مʨجʨدة = 0    

4.  ʗاذا ؗان𝑓(𝑧) = 𝑧ଷ  ةʢقʻال ʙʻع ʅȄʛعʱام الʙʵʱاسǼ قةʱʷʺال ʙج  (−𝑖) 

 :الحل

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→଴

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

= lim
∆௭→଴

(𝑧 + ∆𝑧)ଷ − 𝑧ଷ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→଴

𝑧ଷ + 3𝑧ଶ(∆𝑧) + 3𝑧(∆𝑧)ଶ) + (∆𝑧)ଷ − 𝑧ଷ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→଴

∆𝑧[3𝑧ଶ + 3𝑧(∆𝑧) + (∆𝑧)ଶ]
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→଴

(3𝑧ଶ + 3𝑧(∆𝑧) + (∆𝑧)ଶ) = 3𝑧 

𝑓ᇱ(−𝑖) = −3𝑖 

5.   ʗاذا ؗان 𝑓(𝑧) = |𝑧|ଶ  ʙʻدة عʨجʨم ʛʽقة غʱʷʺان ال ʗʰاث𝑧 = 0 

 :الحل

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→଴

|𝑧 + ∆𝑧|ଶ − |𝑧|ଶ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→଴

(𝑧 + ∆𝑧)(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑧(𝑧)
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→଴

𝑧 (𝑧) + 𝑧 (∆𝑧) + (∆𝑧)(𝑧) + (∆𝑧)(∆𝑧) − 𝑧(𝑧)
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→଴

𝑧 (∆𝑧)
∆𝑧

+ (𝑧) + (∆𝑧) 
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=  ൭ lim
∆௭→଴

𝑧 (∆𝑧)
∆𝑧

൱ + (𝑧) 

𝑧∆وȃاعॼʱار ان  = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦 ،𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 جʱʻی 

=  lim
∆௭→଴

(𝑥 + 𝑖𝑦)(∆𝑥 − 𝑖∆𝑦)
∆𝑥 + 𝑖∆𝑦

+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

𝑧∆ عʙʻما الان  → 𝑦∆مʧ على مʶار یʨازȑ الʺʨʴر الॽʁʴقي نʸʴل على  0 =  نعʨض  0

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→଴

(𝑥 + 𝑖𝑦)(∆𝑥)
∆𝑥

+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= lim
∆௭→଴

2𝑥 

= 2𝑥 = 𝐿ଵ 

𝑧∆ عʙʻماو  → 𝑥∆مʧ على مʶار یʨازȑ الʺʨʴر الॽʵالي نʸʴل على  0 =  نعʨض  0

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→଴

(𝑥 + 𝑖𝑦)(−𝑖∆𝑦)
𝑖∆𝑦

+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

=  lim
∆௭→଴

−(𝑥 + 𝑖𝑦) + (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= −2𝑦𝑖 = 𝐿ଶ 

Ǽ𝐿ଵʺا ان  ≠ 𝐿ଶ  

 اذن الʺʱʷقة غʛʽ مʨجʨدة            
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 ريمان  -معادلة كوشي (13.2)

𝑓(𝑧)لʙالة ا = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦)  ةʢقʻال ʙʻقاق عʱن قابلة للاشʨؔت𝑧଴ = 𝑥଴ + 𝑦଴  ʧʽʡʛʷال ʗاذا حقق

:ʧʽʽالآت 

,𝑢ان تʨؔن جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة للʙالʧʽʱ  الشرط الأول: 𝑣 ارʨج ʙʻة عʛʺʱʶدة ومʨجʨم 𝑧଴    قةʢʻʺفي ال𝐷  ان ȑأ

𝑢௫, 𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬ ارʨج ʙʻة عʛʺʱʶدة ومʨجʨم 𝑧଴    قةʢʻʺفي ال𝐷. 

 رȄʺان –إذا حققʗ معادلʱي ʨؗشي  الثاني:الشرط 

𝝏𝒖
𝝏𝒙

=
𝝏𝒗
𝝏𝒚

      

𝝏𝒖
𝝏𝒚

= −
𝝏𝒗
𝝏𝒙

 

𝑓ᇱ(𝑧)اما Ǽالॽʸغة   𝑧وȄعʛʰ عʧ الʺʱʷقة عʙʻ الʻقʢة  = 𝑢௫ + 𝑖𝑣௫    غةॽʸالǼ أو𝑓ᇱ(𝑧) = 𝑣௬ + 𝑖𝑢௬. 

 بॽɾ ʧʽʺا إذا ؗانʗ الʙوال الاتॽة قابلة للاشʱقاق ام لا؟  مثال 

(𝟏)   𝑓(𝑧) = 𝑧ଶ         ,      (𝟐)   𝑓(𝑧) = 𝑧    

 :الحل
(𝟏)   𝑓(𝑧) = 𝑧ଶ , 

𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦)ଶ = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑖𝑥𝑦 
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 2𝑥    ,
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 2𝑦     

𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −2𝑦 ,
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 2𝑥 

,𝑢௫اذنʧ جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬  شيʨؗ يʱمعادل Șقʴالة تʙال ʥلʚ  رȄʺان –مʨجʨدة ومʛʺʱʶة وؗ
𝜕𝑢
𝜕𝑥

=
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 2𝑥     ,            
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −2𝑦 

𝑓(𝑧) اذن الʙالة  = 𝑧ଶ  قاقʱقابلة للاش 

𝑓ᇱ(𝑧) = 𝑢௫ + 𝑖𝑣௫ ⟹   𝑓ᇱ(𝑧) = 2𝑥 + 𝑖2𝑦  ⟹   𝑓ᇱ(𝑧) = 2(𝑥 + 𝑖𝑦) ⟹   𝑓ᇱ(𝑧) = 2𝑧 
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 (𝟐)   𝑓(𝑧) = 𝑧 , 
𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑥 − 𝑖𝑦 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥   , 𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 1           ,         
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 0  
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 0           ,         
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= −1 

,𝑢௫الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬ قʴالة  لا تʙال ʧؔة ولʛʺʱʶدة ومʨجʨمȘ  شيʨؗ يʱان لان –معادلʺȄر 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

≠
𝜕𝑣
𝜕𝑦

 

𝑓(𝑧) اذن الʙوال = 𝑧   ʛʽقاق .غʱقابلة للاش 

 الدالة التحليلية (14.2)

ǽ𝑤قال ان الʙالة  = 𝑓(𝑧)    ةʢقʻة في الॽلʽلʴانها ت𝑧଴  ةʢقʻقاق في الʱقابلة للاش ʗاذا ؗان𝑧଴  ةʢقʻار الʨوفي ج

𝑧଴ . 

Ȅ𝑤قال ان الʙالة و  = 𝑓(𝑧)   ة في الॽلʽلʴقةانها تʢʻʺ 𝐷  ʗقة اذا ؗانʢʻʺال ȋع نقاॽʺة في جॽلʽلʴت𝐷 . 

𝑓(𝑧) الʙالة الاتॽة عʙʻ أȑ نقʢة تʨؔن     مثال = 𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ  ةدالةॽلʽلʴقةفي ال تʢʻʺ 𝐷   

 الحل:
𝑓(𝑧) = 𝑥ଶ + 𝑖𝑦ଶ ⟹   𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑦ଶ 

𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 2𝑥        ,          
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 0   
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 0          ,          
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 2𝑦 

,𝑢௫اذن جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬  شيʨؗ يʱة معادلॼʶʻالǼ ة ، اماʛʺʱʶدة ومʨجʨان فان –مʺȄر 

  
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 0     

డ௨   ولؔي تʨؔن 
డ௫

= డ௩
డ௬

ʖʳǽ𝑥 ان     = 𝑦  . 

ʨȞǽ𝑅൫𝑓(𝑧)൯ن الʜʳء الॽʁʴقي والॽʵالي مʶʱاوȄان أȑ  تʴلʽلॽة عʙʻما 𝑓اذن تʨؔن الʙالة  = 𝐼(𝑓(𝑧)). 
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𝑓(𝑧) الاتॽة بʛهʧ ان الʙالة  مثال = |𝑧|ଶ  ʙʻقاق عʱقابلة للاش𝑧 = 0  ʗʶॽها لʻؔةولॽلʽلʴة تʢقʻال ʥتل ʙʻع  

𝑧مʨجʨدة عʙʻ  أولا نʛʰهʧ ان الʺʱʷقة :الحل =   ( نʙʵʱʶم الʱعʅȄʛ لإʳǽاد الʺʱʷقة) 0

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→଴

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

= lim
∆௭→଴

|𝑧 + ∆𝑧|ଶ − |𝑧|ଶ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→଴

(𝑧 + ∆𝑧)൫𝑧 + ∆𝑧൯ − 𝑧𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→଴

𝑧𝑧 + 𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧 − 𝑧𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→଴

𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→଴

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧                      … … … … … . . . (1) 

 ʗإذا ؗان𝑧 =  ) نʸʴل1نعʨض في الʺعادلة ( 0

𝑓ᇱ(0) = lim
∆௭→଴

ቆ
(0)∆𝑧

∆𝑧
+ (0) + ∆𝑧ቇ = lim

∆௭→଴
∆𝑧 = 0 

𝑧 اذن الʺʱʷقة مʨجʨدة عʙʻ الʻقʢة = 0   ȑاوʶوت𝑓ᇱ(0) = 0 

 ʙʻة عॽلʽلʴت ʗʶॽالة لʙان ال ʧهʛʰالان ن𝑧 = 𝑧اȑ نʛʰهʧ الʺʱʷقة الʙالة غʛʽ مʨجʨدة ʨʳǼار الʻقʢة ،  0 = 0 
 ʗاذا ؗان𝑧 ≠ 0  ʗان 𝑧∆حॽʁॽʁة أȑ ان  𝑧∆وؗ = ∆𝑥  ,   اذن∆𝑧 = ∆𝑥 ) ض في الʺعادلةʨل1نعʸʴن ( 

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→଴

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim
∆௫→଴

𝑧∆𝑥
∆𝑥

+ 𝑧 + ∆𝑥 = 𝑧 + 𝑧  

𝑓ᇱ(𝑧) =  𝑧 + 𝑧                                                                                          … … … … … . . (2) 

 ʗاما اذا ؗان∆𝑧  ان ȑة  أॽالॽخ∆𝑧 = 𝑖∆𝑦   اذن∆𝑧 = −𝑖∆𝑦 لʸʴض في الʺعادلة (*) نʨنع 

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→଴

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim
∆௬→଴

−𝑖𝑧∆𝑦
𝑖∆𝑦

+ 𝑧 − 𝑖∆𝑦 = −𝑧 + 𝑧    

𝑓ᇱ(𝑧) = −𝑧 + 𝑧                                                                                        … … … … … . . (3) 

) ʧʽʱا ان الʺعادلʺǼ2)ة3) وʢقʻر الʨʳǼ دةʨجʨم ʛʽقة غʱʷʺفأن ال ʧʽʱȄاوʶʱم ʛʽغ (z = 0  . 

 ʙʻة عॽلʽلʴت ʗʶॽالة لʙاذن الz = 0 . 


