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𝑓(𝑧) الاتॽة بʛهʧ ان الʙالة  مثال = |𝑧|ଶ  ʙʻقاق عʱقابلة للاش𝑧 = 0  ʗʶॽها لʻؔةولॽلʽلʴة تʢقʻال ʥتل ʙʻع  

𝑧مʨجʨدة عʙʻ  أولا نʛʰهʧ ان الʺʱʷقة :الحل =   ( نʙʵʱʶم الʱعʅȄʛ لإʳǽاد الʺʱʷقة) 0

𝑓ᇱ(𝑧) = lim
∆௭→

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

= lim
∆௭→

|𝑧 + ∆𝑧|ଶ − |𝑧|ଶ

∆𝑧
 

=  lim
∆௭→

(𝑧 + ∆𝑧)൫𝑧 + ∆𝑧൯ − 𝑧𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→

𝑧𝑧 + 𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧 − 𝑧𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→

𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆௭→

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧                      … … … … … . . . (1) 

 ʗإذا ؗان𝑧 =  ) نʸʴل1نعʨض في الʺعادلة ( 0

𝑓ᇱ(0) = lim
∆௭→

ቆ
(0)∆𝑧

∆𝑧
+ (0) + ∆𝑧ቇ = lim

∆௭→
∆𝑧 = 0 

𝑧 اذن الʺʱʷقة مʨجʨدة عʙʻ الʻقʢة = 0   ȑاوʶوت𝑓ᇱ(0) = 0 

 ʙʻة عॽلʽلʴت ʗʶॽالة لʙان ال ʧهʛʰالان ن𝑧 = 𝑧اȑ نʛʰهʧ الʺʱʷقة الʙالة غʛʽ مʨجʨدة ʨʳǼار الʻقʢة ،  0 = 0 
 ʗاذا ؗان𝑧 ≠ 0  ʗان 𝑧∆حॽʁॽʁة أȑ ان  𝑧∆وؗ = ∆𝑥  ,   اذن∆𝑧 = ∆𝑥 ) ض في الʺعادلةʨل1نعʸʴن ( 

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim
∆௫→

𝑧∆𝑥
∆𝑥

+ 𝑧 + ∆𝑥 = 𝑧 + 𝑧  

𝑓ᇱ(𝑧) =  𝑧 + 𝑧                                                                                          … … … … … . . (2) 

 ʗاما اذا ؗان∆𝑧  ان ȑة  أॽالॽخ∆𝑧 = 𝑖∆𝑦   اذن∆𝑧 = −𝑖∆𝑦 لʸʴض في الʺعادلة (*) نʨنع 

𝑓ᇱ(𝑧) =  lim
∆௭→

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim
∆௬→

−𝑖𝑧∆𝑦
𝑖∆𝑦

+ 𝑧 − 𝑖∆𝑦 = −𝑧 + 𝑧    

𝑓ᇱ(𝑧) = −𝑧 + 𝑧                                                                                        … … … … … . . (3) 

) ʧʽʱا ان الʺعادلʺǼ2)ة3) وʢقʻر الʨʳǼ دةʨجʨم ʛʽقة غʱʷʺفأن ال ʧʽʱȄاوʶʱم ʛʽغ (z = 0  . 

 ʙʻة عॽلʽلʴت ʗʶॽالة لʙاذن الz = 0 . 
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 الدالة الكلية (15.2)

𝑤وȄقال ان الʙالة  = 𝑓(𝑧)    ةانهاॽؗل  ȋع نقاॽʺة في جॽلʽلʴت ʗاذا ؗانʙالʺعق ȑʨʱʶʺال . 

𝑓(𝑧)هل الʙالة الاتॽة   مثال = 𝑧ଶ ةॽؗل  
 الʙالة تʴلʽلॽة في جʺॽع نقاȋ الʺȑʨʱʶ الʺعقʙ اذن الʙالة ؗلॽة.: الحل

 النقاط الشاذة (16.2)
𝑤الʙالة  تʨؔن  = 𝑓(𝑧)  ة فيॽلʽلʴار  تʨة جʢقʻال𝑧  اʙماعʙʻع 𝑧 ها فأنʶة ال نفʢقʻ𝑧 . ة شاذةʢى نقʺʶت 

𝑤جʙ الʻقاȋ الʷاذة الʙالة الاتॽة   مثال = 𝑓(𝑧) = ௭ାଵ
௭ିଵ

  

𝑓ᇱ(𝑧)                                                                   : الحل = ଶ
(௭ିଵ)మ 

𝑧اذن الʺʱʷقة غʛʽ مʨجʨدة عʙʻ الʻقʢة  =  .{1}، اذن الʻقʢة الʷاذة هي  1
 : اتملاحظ

 دالة مʱعʙد الʙʴود تʨؔن تʴلʽلॽة لॽʺʳع نقاȋ الʺȐʨʱʶ الʺعقʙ، أȑ انها تʨؔن دالة ؗلॽة.  (1)

𝑤اذا ؗانʗ الʙالة  (2) = 𝑓(𝑧)    قةʢʻʺة في الॽلʽلʴʱال𝐷  الةʙفأن ال𝑓(𝑧)  شيʨؗ يʱمعادل Șقʴان –تʺȄر. 

,ʱ𝑔(𝑧)ان اذا ؗانʗ الʙال  (3) 𝑓(𝑧)    قة ل ادوʢʻʺة في الॽلʽلʴت𝐷 ة : فأنॽلʽلʴأتي دوال تǽ ʧؗلا م 

𝑓(𝑧) ± 𝑔(𝑧) , 𝑓(𝑧). 𝑔(𝑧)      ,        
𝑓(𝑧)
𝑔(𝑧) , 𝑔(z) ≠ 0      

Exercises (8)  
 بॽɾ ʧʽʺا إذا ؗانʗ الʙوال الاتॽة قابلة للاشʱقاق ام لا؟  (1)

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒௭        ,             (𝐈𝐈)     𝑓(𝑧) = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  
 ام لا؟تʴلʽلॽة بॽɾ ʧʽʺا إذا ؗانʗ الʙوال الاتॽة  (2)

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒         ,           (𝐈𝐈) 𝑓(𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑖𝑦 
𝑓(𝑧) الة الʙ هل (3) = 𝑒௭ ةॽ؟ دالة ؗل 
𝑓(𝑧)اثʗʰ ان الʙالة  (4) = (𝑧)ଶ ة؟ॽدالة ؗل ʗʶॽل 
𝑓(𝑧)لʙالة الاتॽة  لجʙ الʻقاȋ الʷاذة  (5) = ௭ାଶ

௭ିଶ
 

(6)  ʧهʛالة بʙال ʗاذا ؗان𝑤 = 𝑓(𝑧)    قةʢʻʺة في الॽلʽلʴʱال𝐷  شيʨؗ يʱمعادل Șقʴالة تʙان. –فأن الʺȄر 
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8حل التمارين   

 بॽɾ ʧʽʺا إذا ؗانʗ الʙوال الاتॽة قابلة للاشʱقاق ام لا؟ (1)

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒௭   , (𝐈𝐈)   𝑓(𝑧) = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  

 :الحل

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒௭ = 𝑒௫ି௬ = 𝑒௫𝑒ି௬ 
= 𝑒௫(cos 𝑦 − 𝑖 sin 𝑦) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒௫ cos 𝑦     ,             𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑒௫ sin 𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 𝑒௫ cos 𝑦          ,             
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −𝑒௫ sin 𝑦    
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −𝑒௫ sin 𝑦      ,              
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= −𝑒௫ cos 𝑦 

,𝑢௫اذنʧ جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬  شيʨؗ يʱمعادل Șقʴالة لا تʙال ʧؔة ولʛʺʱʶدة ومʨجʨان –مʺȄر 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

≠
𝜕𝑣
𝜕𝑦

,            
𝜕𝑢
𝜕𝑦

≠ −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

 

𝑓(𝑧) اذن الʙالة  = 𝑒௭   ʛʽقاق.غʱقابلة للاش 

  
(𝐈𝐈)   𝑓(𝑧) = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  

𝑢(𝑥, 𝑦) = 3𝑥 + 𝑦    ,             𝑣(𝑥, 𝑦) = 3𝑦 − 𝑥 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 3                   ,                  
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −1    
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 1                  ,                   
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 3 

,𝑢௫اذنʧ جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬  شيʨؗ يʱمعادل Șقʴالة تʙاً الʹǽة واʛʺʱʶدة ومʨجʨان –مʺȄر 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

=
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 3,            
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 1 

𝑓(𝑧) اذن الʙالة  = 3𝑥 + 𝑦 + 𝑖(3𝑦 − 𝑥)  .قاقʱقابلة للاش 

𝑓ᇱ(𝑧) = 𝑢௫ + 𝑖𝑣௫ ⟹   𝑓ᇱ(𝑧) = 3 − 𝑖 . 
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 ام لا؟تʴلʽلॽة بॽɾ ʧʽʺا إذا ؗانʗ الʙوال الاتॽة  (2)

(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒   , (𝐈𝐈) 𝑓(𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑖𝑦 

 :الحل
(𝐈)   𝑓(𝑧) = 𝑒 = 𝑒௫ା௬ = 𝑒௫𝑒௬ = 𝑒௫(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒௫ cos 𝑦     ,             𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒௫ sin 𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 𝑒௫ cos 𝑦          ,             
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 𝑒௫ sin 𝑦    
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −𝑒௫ sin 𝑦      ,              
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 𝑒௫ cos 𝑦 

,𝑢௫اذنʧ جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬  شيʨؗ يʱمعادل Șقʴالة تʙة الʛʺʱʶدة ومʨجʨان –مʺȄر 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

=
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 𝑒௫ cos 𝑦 ,            
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −𝑒௫ sin 𝑦 

𝑓(𝑧) اذن الʙالة  = 𝑒௭  ةॽلʽلʴدالة ت. 

𝑓(𝑧)   بॽɾ ʧʽʺا إذا ؗانʗ الʙوال (3) = 𝑒௭ ةॽام لا؟ ؗل 

𝑓(𝑧)تʴلʽلॽة  الʙالة :الحل = 𝑒௭ .ةॽالة ؗلʙاذن ال ʙالʺعق ȑʨʱʶʺال ȋع نقاॽʺفي ج 
𝑓(𝑧)اثʗʰ ان الʙالة    (4) = (𝑧)ଶ ة؟ॽدالة ؗل ʗʶॽل 

𝑓(𝑧)               :الحل = ൫𝑥 + 𝑖𝑦 ൯
ଶ

= 𝑓(𝑧) = (𝑥 − 𝑖𝑦)ଶ = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑖𝑥𝑦      

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ, 𝑣(𝑥, 𝑦) = −2𝑥𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 2𝑥              ,           
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −2𝑦  
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −2𝑦         ,             
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= −2𝑥 

,𝑢௫اذن جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة   𝑢௬, 𝑣௫, 𝑣௬  ، ةʛʺʱʶدة ومʨجʨالة لامʙشي  والʨؗ يʱان  –معادلʺȄلانر 

  
𝜕𝑢
𝜕𝑥

≠
𝜕𝑣
𝜕𝑦

      ,
𝜕𝑣
𝜕𝑥

≠ −
𝜕𝑢
𝜕𝑦

   

 اذن الʙالة لʗʶॽ تʴلʽلॽة اذن الʙالة لʗʶॽ ؗلॽة

𝑓(𝑧)جʙ الʻقاȋ الʷاذة الʙالة الاتॽة   (5) = ௭ାଶ
௭ିଶ

 

𝑧اذن الʺʱʷقة غʛʽ مʨجʨدة عʙʻ الʻقʢة   :الحل =  {2}الʻقاȋ الʷاذة هي   2
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 الدوال التوافقية   (17.2)

,𝑢(𝑥لʙالة ا 𝑦) :ʧʽʽالآت ʧʽʡʛʷال ʗة اذا حققॽʁافʨن دالة تʨؔت 

 أȑ ان  𝐷مʨجʨدة ومʛʺʱʶة في الʺʢʻقة  𝑢ان تʨؔن جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة الأولى والʲانॽة للʙالة  :الشرط الأول

 تʴقȘ معادلة لابلاس :الشرط الثاني

𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐 +

𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒚𝟐 = 𝟎 

 :اتملاحظ

𝑓(𝑧)اذا ؗانʗ الʙالة  = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)   قةʢʻʺة في الॽلʽلʴʱال𝐷  الةʙفأن ال𝑓(𝑧)  ʧفأن ؗلاً م

𝑢(𝑥, 𝑦) , 𝑣(𝑥, 𝑦)  .ةॽʁافʨدوال ت 

,𝑢(𝑥اذا ؗانʗ الʙالة   𝑦) الة   دالة توافقيةʙفأن ال𝑣(𝑥, 𝑦)  ىʺʶلل مرافق توافقيتʙ الة𝑢(𝑥, 𝑦)  . 

,𝑢(𝑥اثʗʰ ان الʙالة   مثال  𝑦) = 𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦   ةॽʁافʨدالة ت: 

 :الحل

𝑢௫ = −6𝑥𝑦              , 𝑢௬ = 3𝑦ଶ − 3𝑥ଶ 

𝑢௫௫ = −6𝑦              ,          𝑢௬௬ =   6𝑦 
⇒  𝑢௫௫ + 𝑢௬௬ =   6𝑦 − 6𝑦 = 0 

 . دالة تʨافॽʁة 𝑢الʙالة تʴقȘ معادلة لابلاس ، اذن الʙالة ومʛʺʱʶة و Ǽʺا ان جʺॽع الʺʱʷقات الʜʳئॽة مʨجʨدة  

𝑓(𝑧)اذا ʗʻؗ دالة  مثال = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  ةॽلʽلʴʱال ʙالة:      جʙافقي الʨʱال Șافʛʺال 
 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦 

 رȄʺان -اذن تʴقȘ معادلʱي ʨؗشي تʴلʽلॽة Ǽ𝑓(𝑧)ʺا ان الʙالة : الحل

𝑢௫ = 𝑣௬ = −6𝑥𝑦 

,𝑣(𝑥لʸʴʻل على   Ǽ𝑦الॼʶʻة لـ  𝑣௬الان نؔامل   𝑦)  اذن 
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𝑣(𝑥, 𝑦) = න −6𝑥𝑦 𝑑𝑦 = −6𝑥
(𝑦)ଶ

2
+ 𝑞(𝑥) 

𝑣(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦ଶ + 𝑞(𝑥)                                     … … … (1) 

,𝑣(𝑥ذلʥ لان الʙالة و   𝐶لʝॽ ثابʗو  𝑞(𝑥)(ملاحʤة اضفʻا الʙالة  𝑦) (.ʧȄʛʽغʱʺذات ال 

,𝑣(𝑥وذلʥ عȘȄʛʡ ʧ اشʱقاق الʙالة   𝑞(𝑥)نʙʳ الʙالة    الان 𝑦)   ة لـॼʶʻالǼ𝑥  لʸʴʻل 

𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −3𝑦ଶ +
𝑑𝑞
𝑑𝑥

 

డ௨  مʧ معادلة ʨؗشي رȄʺان 
డ௬

= − డ௩
డ௫

 نʸʴل  

  3𝑦ଶ − 3𝑥ଶ = 3𝑦ଶ −
𝑑𝑞
𝑑𝑥

 

Ǽௗʺقارنة الʛʢفʧʽ نʸʴل على 
ௗ௫

= 3𝑥ଶ   ة لـॼʶʻالǼ نؔامل𝑥   ل علىʸʴʻل 

𝑞(𝑥) = න 3𝑥ଶ𝑑𝑥 = 𝑥ଷ + 𝐶                                    … … … (2) 

 𝑣) لʸʴʻل على الʙالة 1) في (2، نعʨض ( )واحʙ مʱغʛʽ ذات 𝑞(𝑥)  ذلʥ لان الʙالةو  𝐶ثابʗ (ملاحʤة اضفʻا 

𝑣(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦ଶ + 𝑥ଷ + 𝐶 

,𝑢(𝑥اذا ʗʻؗ  مثال 𝑦) = 𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = −3𝑥𝑦ଶ + 𝑥ଷ + 𝐶   ʖʱاك𝑓(𝑧)  ʛʽغʱʺلالة الʙب𝑧: 

                :الحل
𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 

= (𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦) + 𝑖(−3𝑥𝑦ଶ + 𝑥ଷ + 𝐶) 

= 𝑦ଷ − 3𝑥ଶ𝑦 − 3𝑖𝑥𝑦ଶ + 𝑖𝑥ଷ + 𝑖𝐶 

= 𝑖[(𝑥ଷ − 3𝑥ଶ𝑦 + 3𝑖𝑥𝑦ଶ + 𝑖𝑦ଷ) + 𝐶] 

= 𝑖[(𝑥 + 𝑖𝑦)ଷ + 𝐶] = 𝑖(𝑧ଷ + 𝐶) 
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𝑓(𝑧)اذا ʗʻؗ دالة  مثال = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)  ʙة جॽلʽلʴʱالة: الʙافقي الʨʱال Șافʛʺال 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑥ଷ + 3𝑥𝑦ଶ 

 رȄʺان -تʴلʽلॽة اذن تʴقȘ معادلʱي ʨؗشي Ǽ :𝑓(𝑧)ʺا ان الʙالة الحل

𝑢௫ = 𝑣௬ = 2 − 3𝑥ଶ + 3𝑦ଶ 

,𝑣(𝑥لʸʴʻل على   Ǽ𝑦الॼʶʻة لـ  𝑣௬الان نؔامل   𝑦)  اذن 

𝑣(𝑥, 𝑦) = න 2 − 3𝑥ଶ + 3𝑦ଶ 𝑑𝑦 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 3𝑦𝑥ଶ + 𝑦ଷ + 𝑞(𝑥)                       … … … (1) 

,𝑣(𝑥وذلʥ عȘȄʛʡ ʧ اشʱقاق الʙالة   𝑞(𝑥)الان نʙʳ الʙالة  𝑦)   ة لـॼʶʻالǼ𝑥  لʸʴʻل 

𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −6𝑦𝑥 +
𝑑𝑞
𝑑𝑥

 

డ௨  مʧ معادلة ʨؗشي رȄʺان 
డ௬

= − డ௩
డ௫

 نʸʴل  

6𝑥𝑦 = − ൬−6𝑦𝑥 +
𝑑𝑞
𝑑𝑥

൰ 

Ǽௗʺقارنة الʛʢفʧʽ نʸʴل على 
ௗ௫

=  لʸʴʻل على   𝑥نؔامل Ǽالॼʶʻة لـ   0

𝑞(𝑥) = 𝐶                                                     … … … (2) 

,𝑣(𝑥) لʸʴʻل على الʙالة 1) في (2نعʨض ( 𝑦), :ا یليʺ  وؗ

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 3𝑦𝑥ଶ + 𝑦ଷ + 𝐶 

Exercises (9)  
 الدوال الاتية تاذا كان

(𝐈)       𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥(1 − 𝑦) ,                    (𝐈𝐈)        𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒ି௫(𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 sin 𝑦) 
 : لهʚه الʙوال تʴقȘهل معادلة لابلاس  .1

2.  ʙافقي جʨʱال Șافʛʺلؔل دالةال  : 
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 9حل التمارين 

(𝐈)           𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥(1 − 𝑦) 

 الحل
 هل الʺعادلة تʴقȘ معادلة لابلاس   .1

𝑢௫ = 2(1 − 𝑦)       ,           𝑢௬ = −2𝑥 
𝑢௫௫ = 0                   ,            𝑢௬௬ = 0               ⇒  𝑢௫௫ + 𝑢௬௬ =   0 − 0 = 0 

,𝑢(𝑥اذن الʙالة  𝑦) = 2𝑥(1 − 𝑦)  .معادلة لابلاس Șقʴت 

  الʺʛافȘ الʨʱافقيإʳǽاد  .2

𝑢௫ = 𝑣௬ = 2(1 − 𝑦): 

,𝑣(𝑥لʸʴʻل على   Ǽ𝑦الॼʶʻة لـ  𝑣௬الان نؔامل   𝑦)  اذن 

𝑣(𝑥, 𝑦) = න 2(1 − 𝑦) 𝑑𝑦 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 𝑦ଶ + 𝑞(𝑥)                                    … … … (1) 

,𝑣(𝑥وذلʥ عȘȄʛʡ ʧ اشʱقاق الʙالة   𝑞(𝑥)الان نʙʳ الʙالة  𝑦)   ة لـॼʶʻالǼ𝑥  لʸʴʻل 

𝑣௫ = 𝑞ᇱ(𝑥) 

𝑢௬  مʧ معادلة ʨؗشي رȄʺان  = −𝑣௫  لʸʴن 

−2𝑥 = −𝑞ᇱ(𝑥) 

Ǽ𝑞ᇱ(𝑥)ʺقارنة الʛʢفʧʽ نʸʴل على  = 2𝑥   ة لـॼʶʻالǼ نؔامل𝑥   ل علىʸʴʻل 

𝑞(𝑥) = න 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥ଶ + 𝐶                                     … … … (2) 

  𝑣) لʸʴʻل على الʙالة 1) في (2نعʨض (

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 𝑦ଶ + 𝑥ଶ + 𝐶 
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(𝐈𝐈)           𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒ି௫(cos 𝑦 + sin 𝑦) 
 الحل

 هل الʺعادلة تʴقȘ معادلة لابلاس   .1
⇒ 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝑒ି௫ sin 𝑦 

𝑢௫ = −𝑒ି௫ cos 𝑦 − 𝑒ି௫ sin 𝑦     ,     𝑢௬ = −𝑒ି௫ sin 𝑦 + 𝑒ି௫ cos 𝑦 

𝑢௫௫ = 𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝑒ି௫ sin 𝑦      ,     𝑢௬௬ = −𝑒ି௫ cos 𝑦  − 𝑒ି௫ sin 𝑦 

⇒  𝑢௫௫ + 𝑢௬௬ =   𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝑒ି௫ sin 𝑦 − 𝑒ି௫ cos 𝑦  − 𝑒ି௫ sin 𝑦 = 0  

,𝑢(𝑥اذن الʙالة  𝑦) = 𝑒ି௫(cos 𝑦 + sin 𝑦)  .معادلة لابلاس Șقʴت 

  الʨʱافقيالʺʛافȘ إʳǽاد  .2
𝑢௫ = 𝑣௬ = −𝑒ି௫ cos 𝑦 − 𝑒ି௫ sin 𝑦 

,𝑣(𝑥لʸʴʻل على   Ǽ𝑦الॼʶʻة لـ  𝑣௬الان نؔامل   𝑦)  اذن 

𝑣(𝑥, 𝑦) = න −𝑒ି௫ cos 𝑦 − 𝑒ି௫ sin 𝑦 𝑑𝑦 

𝑣(𝑥, 𝑦) = − 𝑒ି௫sin 𝑦 + 𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝑞(𝑥)                     … … … (1) 

,𝑣(𝑥وذلʥ عȘȄʛʡ ʧ اشʱقاق الʙالة   𝑞(𝑥)الان نʙʳ الʙالة  𝑦)   ة لـॼʶʻالǼ𝑥  لʸʴʻل 

𝑣௫ = 𝑒ି௫sin 𝑦 − 𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝑞ᇱ(𝑥) 

𝑢௬  مʧ معادلة ʨؗشي رȄʺان  = −𝑣௫ : لʸʴن 
𝑢௬ = −𝑣௫ 

−𝑒ି௫ sin 𝑦 + 𝑒ି௫ cos 𝑦 = −[𝑒ି௫sin 𝑦 − 𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝑞ᇱ(𝑥)] 
−𝑒ି௫ sin 𝑦 + 𝑒ି௫ cos 𝑦 = − 𝑒ି௫sin 𝑦 + 𝑒ି௫ cos 𝑦 − 𝑞ᇱ(𝑥) 

Ǽ𝑞ᇱ(𝑥)ʺقارنة الʛʢفʧʽ نʸʴل على  =  لʸʴʻل على   𝑥نؔامل Ǽالॼʶʻة لـ   0
𝑞(𝑥) = 𝐶                                             … … … (2) 

  𝑣) لʸʴʻل على الʙالة 1) في (2نعʨض (
𝑣(𝑥, 𝑦) = − 𝑒ି௫sin 𝑦 + 𝑒ି௫ cos 𝑦 + 𝐶 

 


