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 اعداد 

 م.م. عبير ابراهيم اعشوي                    م.م. احمد محمد خضر                          
 

 

  ( Addition and Subtraction of  Vectorsجمع وطرح المتجهات ) 

  -رح المتجهات بإحدى الطريقتين :يمكن جمع أو ط

 (   Graphical Methodطريقة الرسم )  -1

بمقياس رسم مناسب ، ومن نهاية المتجه الأول نرسم المتجه الثاني وبنفس مقياس الرسم في هذه الطريقة نرسم المتجه الأول 

 ، وهكذا نكرّر ذلك بالنسبة لبقية المتجهات .

نقطهة  ( هذه المتجهات يمُثلها مقداراً وإتجاهاً المتجهه الواصهل مهن نقطهة البدايهة للمتجهه الأول إله  Resultantإن محصلة ) 

 .  النهاية للمتجه الأخير

 (   Analytic Methodالطريقة التحليلية )  -2

A( نجد أن المتجه ) متجها الوحدة الاساسيةبالرجوع إل  الشكل ) 


  -:( ذات بعدين يمكن كتابته بدلالة مركباته كالآتي 

)15...(ˆˆ ajAiAA yx 


 

Aوبتعميم ذلك عل  المتجه في الفضاء ) ذات ثلاثة أبعاد ( فإن المتجه )


 -الي :( يمكن كتابته عل  الشكل الت

)15...(ˆˆˆ bkAjAiAA zyx 


 

Bتجه )وبالمثل بالنسبة للم


: )-  

)16...(ˆˆˆ  kBjBiBB zyx


 

A( يمكن كتابة معادلة جمع المتجهين ) 6-1( و )  b1-5بالتالي ومن المعادلتين ) 


B( و )


 ( وكالآتي  : 

)17...(ˆ)(ˆ)(ˆ)(  kBAjBAiBABA zzyyxx


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Aمعادلة طرح المتجهين )أما 


B( و )


 ( فتكون كالآتي    : 

)18...(ˆ)(ˆ)(ˆ)()(  kBAjBAiBABABA zzyyxx


 

 -يتضّح من هذه الطريقة ) التحليلية ( إنه قبل إجراء عملية جمع أو طرح المتجهات يجب إتباع ما يلي :

 كتابة كل متجه بدلالة مركباته . -1

  جمع أو طرح المُركبات المُتقابلة للمتجه.  -2

  ( Equality of Vectorsتساوي المتجهات ) 

 إذا كان :

BA


 

 فإن : 

0 BA


 

 أي أن : 

0ˆ)(ˆ)(ˆ)(  kBAjBAiBA zzyyxx 

 أي أن : 

0 xx BA 

0 yy BA 

0 zz BA 

 وبذلك فإن : 

 

xx BA  

yy BA  

zz BA  

 مما سبق نستنتج بأنه يمُكن أن يتساوى المتجهان إذا كانت مُركباتهما المتقابلة متساوية .

 

 والتي تجعل المتجهين الآتيين متساويين :    x , y , z: أوجد قيم كل من  مثال
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kzjiA ˆ3ˆ2ˆ 


 

kjyixB ˆˆˆ)3( 2 


 

  -: الحل

 بما أنه المطلوب أن يتساوى المتجهان أي أن :

 

 وأن : 

kjyixkzji ˆˆˆ)3(ˆ3ˆ2ˆ 2  

 وبالتالي يتساوى المركبات المتقابلة للمتجهين : 

1 = ( x – 3 ) 2 

2 = y 

3z = 1 

 وعليه فإن : 

4x 

2y 

3

1
z  

  ( Multiplication of Vectorsضرب المتجهات ) 

ُُْاك َٕعاٌ يٍ ظشب انًرجٓاخ ًْٔا :    -ُٕٚجذ 

  ( Dot or Scalar product of Vectorsالضرب القياسي للمتجهات )   -1

 ٚعشّف انعشب انقٛاسٙ كانرانٙ : 

)19...(cos.  BABA


 

  -حٛث أٌ :

A ّيقذاس انًرج :A


. 

B ّيقذاس انًرج :B


. 

 ٍٛٓانزأٚح انصغشٖ تٍٛ انًرج :A


 ٔB


 أٔ إيرذادًْا ٔذحُسة يٍ انعلاقح اٜذٛح :  

BA



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)110...(
.

cos 1  

BA

BA


 

BAلإٚجاد انعشب انقٛاسٙ 


Aتذلانح يشكثاذًٓا فإَُا َعُٕض عٍ .


 ٔB


 كًا ٚهٙ :  

)ˆˆˆ).(ˆˆˆ(. kBjBiBkAjAiABA zyxzyx 


 

)111...(ˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆˆ.ˆˆ.̂ˆ.̂ˆ.̂.  kkBAjkBAikBAkjBAjjBAijBAkiBAjiBAiiBABA zzyzxzzyyyxyzxyxxx


 

 

 ٔترطثٛق ذعشٚف انعشب انقٛاسٙ عهٗ يرجٓاخ انٕحذج الأساسٛح َجذ أٌ : 

 

 

 تًُٛا

0ˆ.̂ˆ.̂ˆ.̂ˆ.̂ˆ.̂ˆ.̂  jkikkjijkiji 

 ( ذأخز انصٛغح انرانٛح :  11 -1ٔعهّٛ فإٌ انًعادنح ) 

)112...(.  zzyyxx BABABABA


 

 ٚرعح نُا تأَّ فٙ حانح انعشب انقٛاسٙ :  -: ملاحظة

 

ABBA


..  

 : إرا كاٌ : مثال

kjiA ˆ2ˆ2ˆ 


 

kiB ˆ4ˆ3 


 

  -إحسة : 

Aانزأٚح تٍٛ انًرجٍٓٛ  -1


 ٔB


 ؟

Aانزأٚح تٍٛ انًرجّ  -2


 ( انًٕجة ؟xٔيحٕس ) 

 -: الحل

 ( :  11 -1تإسرخذاو انًعادنح )  -1

 

 

 

A( تٍٛ انًرجٍٓٛ نغشض حساب قًٛح انزأٚح )


 ٔB


BAٚجة حساب قًٛح                                               كم يٍ ) 


.

( ٔ )BA : ٙٔكاٜذ ) 

)110...(
.

cos 1  

BA

BA




1ˆ.ˆˆ.ˆˆ.̂  kkjjii
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 ( : 11 – 1يٍ انًعادنح ) 

)112...(.  zzyyxx BABABABA


 

)4)(2()0)(2()3)(1(. BA


 

 

11. BA


 
 

A( تانُسثح نهًرجّ  4 -1يٍ انًعادنح ) 


: 

 

222

zyx AAAA 


 

222 )2()2()1( A


 

 

unitsA 3


 

 

Bأيا تانُسثح نهًرجّ 


: 
222

zyx BBBB 


 

 
222 )4()0()3( B


 

 

unitsB 5


 

 

unitsBA 15


 

 ( َحصم عهٗ :  11 – 1ٔترعٕٚط انقٛى انُاذجح أعلاِ فٙ انًعادنح ) 

 

 

 

 

 8.42قًٛح انزأٚح تٍٛ انًرجٍٓٛ 

   

 

Aلإٚجاد انزأٚح تٍٛ انًرجّ  -2


A( انًٕجة ، فإَُا تحاجح إنٗ يرجٍٓٛ أحذًْا xٔيحٕس ) 


( انًٕجة xٔاٜخش فٙ إذجاِ ) 

 ( .î( ، ٔنٛكٍ ) 11 – 1حرٗ َرًكٍ يٍ ذطثٛق انًعادنح ) 

 ( ذصثح :  9 – 1ٔعهّٛ فإٌ انًعادنح ) 

cosˆ.ˆ. iAiA 


 

 :  اإر

15

11
cos 1

iA

iA

ˆ.

ˆ.
cos 1



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 ( : 11 – 1يٍ انًعادنح ) 

)112...(.  zzyyxx BABABABA


 

)0)(2()0)(2()1)(1(. iA


 

 

 

3Aيٍ انفشع الأٔل 


 : 

 
3

1
cos 1 

 

Aقًٛح انزأٚح تٍٛ انًرجّ 


 5.70 ( انًٕجةxٔيحٕس ) 

 

  (  Vector product of VectorsCross orالضرب الإتجاهي للمتجهات )   -2

 ٚعُشّف انعشب الإذجاْٙ كانرانٙ : 

)113...(sin  BABxA


 

  -حٛث أٌ :

A ّيقذاس انًرج :A


. 

B ّيقذاس انًرج :B


. 

 

 ٍٛٓانزأٚح انصغشٖ تٍٛ انًرج :A


 ٔB


 أٔ إيرذادًْا . 

BxAلإٚجاد انعشب الإذجاْٙ 


ض عٍ   ّٕ Aتذلانح يشكثاذًٓا فإَُا َع


 ٔB


 كًا ٚهٙ :  

)ˆˆˆ()ˆˆˆ( kBjBiBxkAjAiABxA zyxzyx 


 

 

 

 ٔترطثٛق ذعشٚف انعشب انرقاغعٙ ) يع الإذجاِ ( عهٗ يرجٓاخ انٕحذج الأساسٛح َجذ أٌ : 

 

0ˆˆˆˆˆˆ  kxkjxjixi 

 تًُٛا

jixk ˆˆˆ    ikxj ˆˆˆ     kjxi ˆˆˆ  

ٔ 

kixj ˆˆˆ    ijxk ˆˆˆ     jkxi ˆˆˆ  

1ˆ. iA


)114...(ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  kxkBAjxkBAixkBAkxjBAjxjBAixjBAkxiBAjxiBAixiBABxA zzyzxzzyyyxyzxyxxx


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 ( ذأخز انصٛغح انرانٛح :  14 -1ٔعهّٛ فإٌ انًعادنح ) 

)115...(ˆ)(ˆ)(ˆ)(  kBABAjBABAiBABABxA xyyxzxxzyzzy


 

 ٚرعح نُا تأَّ فٙ حانح انعشب الإذجاْٙ :  -: ملاحظة

 

AxBBxA


 

 : إرا كاٌ : مثال

kjiA ˆˆ3ˆ2 


 

kjiB ˆ2ˆ2ˆ 


 

 -إحسة كم يٍ :

1-  BA


32  ؟ 

)ˆ2ˆ2ˆ(3)ˆˆ3ˆ2(232 kjikjiBA 


 

 

kjikjiBA ˆ6ˆ6ˆ3ˆ2ˆ6ˆ432 


 

 

kjiBA ˆ4ˆ12ˆ32 


 

Aيقذاس  -2


Bٔيقذاس  


 ؟ 

222

zyx AAAA 


 

 
222 )1()3()2( A


 

 

unitsA 14


 

 
222

zyx BBBB 


 

 
222 )2()2()1( B


 

unitsB 3


 

Aانزأٚح تٍٛ انًرجٍٓٛ  -3


 ٔB


 ؟ 

)110...(
.

cos 1  

BA

BA


 
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BA

BABABA zzyyxx 
 1cos 

 

143

)2)(1()2)(3()1)(2(
cos 1 

  

 

143

2
cos 1 

  

 
3.100 

 

 

4- BxA


 ؟ 

)115...(ˆ)(ˆ)(ˆ)(  kBABAjBABAiBABABxA xyyxzxxzyzzy


 

 
     kjiBxA ˆ)1)(3()2)(2(ˆ)2)(2()1)(1(ˆ)2)(1()2)(3( 


 

 

 

kjiBxA ˆ7ˆ3ˆ8 


 

BxAيرجّ انٕحذج فٙ الإذجاِ  -5


 ؟ 

BxA

BxA
u

BxA




 ˆ 

222 )7()3()8(

ˆ7ˆ3ˆ8
ˆ






kji
u

BxA
 

 

122

ˆ7ˆ3ˆ8
ˆ

kji
u

BxA


 

AxBيرجّ انٕحذج فٙ الإذجاِ  -6


 ؟

AxBBxA


 
 

AxBBxA
uu  ˆˆ  

 

122

ˆ7ˆ3ˆ8
ˆ

kji
u

AxB


 

 

 ( انرٙ ذجعم انًرجٍٓٛٛ انرانٍٛٛ يرعايذٍٚ :  ( xإحسة قًٛح  -: مثال

kxjiA ˆˆ3ˆ2 

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kjiB ˆ2ˆ2ˆ 


 

 -: الحل

90تًا أٌ انًطهٕب أٌ ٚكٌٕ انًرجٓاٌ يرعايذٍٚ فانزأٚح تًُٛٓا ذسأ٘ ) 
2



 . ) 

)19...(cos.  BABA


 

0.  zzyyxx BABABABA


 

 
02)2)(3()1)(2(  x 

 

82 x 
 

 4x( انرٙ ذجعم انًرجٍٓٛٛ يرعايذٍٚ xقًٛح )

 

 

 

 

 

س
1

 إرا كاٌ ::  

kjiA ˆ6ˆ4ˆ5 


           ٔkjiB ˆ3ˆ2ˆ2 


        ٔ    kjiC ˆ2ˆ3ˆ4 


   

(إحسة يقذاس كم يٍ انًرجٓاخ  -1 A


( ٔ )B


)  ٔ(C


 ؟ (

BAإحسة يقذاس  -2


23  ؟ 

unitsA:الإجابة 77


 unitsB 17


 unitsC 29


 kjiBA ˆ24ˆ8ˆ1123 


 

 

 

س
2

A: إرا كاَد يشكثاخ انًرجٍٓٛ   


))  ٔ(B


 ْٙ ): 

2yB ,5.0xB 5.1yA ,3xA 

Aإحسة انزأٚح تٍٛ انًرجٍٓٛ 


 ٔB


 ؟

 45.49:  الإجابة 

 

 

س
3

 إرا كاٌ ::  

kjiA ˆ2ˆˆ2 


           ٔkjiB ˆ12ˆ20ˆ9 


               

Aيا ْٕ يرجّ انٕحذج فٙ إذجاِ ) -1


 ( ؟ 

Bيا ْٕ يرجّ انٕحذج فٙ إذجاِ ) -2


 ( ؟ 

 عامة مسائل

 ( Vectorsالمتجهات ) 

 ((1 )) 



 

 

10 

kjiu:  الإجابة
A

ˆ6.0ˆ3.0ˆ6.0ˆ   kjiu
B

ˆ48.0ˆ8.0ˆ36.0ˆ  

 

 

س
4

 إرا كاٌ ::  

jiA ˆˆ2 


           ٔjxiB ˆˆ4 


 

 ٔانرٙ ذجعم انًرجٍٓٛ يرعايذٍٚ يع تععًٓا انثعط ؟ x)(أٔجذ قًٛح

  8x:  الإجابة 

 

 

س
5

 إرا كاٌ ::  

kjiA ˆˆˆ3 


           ٔkjiB ˆˆ3ˆ 


 

C)إحسة انًرجّ 


0  أٌ  تحٛث ( CBA


 ؟

kjiC : الإجابة ˆ2ˆ2ˆ2 


 


